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Resumo

A Vis�ao �e uma capacidade sensorial privilegiada na percep�c�ao do meio envolvente�

A sua enorme import�ancia revela�se em aplica�c�oes rob�oticas tais como a locomo�c�ao� a

manipula�c�ao ou o reconhecimento�

Nesta Tese� prop�oe�se aplicar a vis�ao na estima�c�ao da velocidade de um observador

m�ovel� Assume�se que o observador �e monocular e que pode mover�se livremente em

qualquer direc�c�ao com qualquer rota�c�ao� num ambiente est�atico arbitr�ario composto por

objectos texturados� O estudo deste problema tem merecido uma grande aten�c�ao nos

�ultimos anos da parte de diversos investigadores� e o impacte desse estudo faz�se sentir

essencialmente em tarefas de navega�c�ao de sistemas aut�onomos�

Um dos pontos essenciais do m�etodo de estima�c�ao que propomos desenvolver� consiste

no uso exclusivo das derivadas espa�co�temporais da imagem� ou� equivalentemente� do

�uxo normal� Evita�se� deste modo� o c�alculo do �uxo �optico completo� que� devido ao

problema da abertura� se traduz num problema mal posto�

Adicionalmente� introduz�se um novo paradigma de procura baseado nas propriedades

geom�etricas do �uxo normal e que consiste na subdivis�ao do espa�co das estimativas e das

observa�c�oes� �E apresentado um conjunto de algoritmos de procura que completam o

processo de estima�c�ao do movimento pr�oprio do observador� No sentido de diminuir a

sensibilidade do m�etodo ao ru�
do nas observa�c�oes� utilizam�se ferramentas de tratamento

estat�
stico� inspiradas em m�etodos de regress�ao robusta�

Observa�se que algumas restri�c�oes geom�etricas do �uxo normal� consideradas no espa�co

cartesiano� t�em uma representa�c�ao natural em outros tipos de representa�c�ao da imagem�

nomeadamente no espa�co log�polar� Em consequ�encia� prop�oe�se proceder �a extens�ao do

m�etodo para imagens log�polares�

Nesta tese� apresentam�se v�arias experi�encias com imagens reais e sint�eticas para v�arios

tipos de movimento que permitem ilustrar o desempenho do m�etodo proposto�

Palavras Chave� Vis�ao Rob�otica� An�alise do Movimento� Recupera�c�ao Visual do

Movimento� Fluxo �Optico e Normal� Estima�c�ao Robusta� Imagem Log�Polar�



Abstract

Vision is a powerful sense to perceive the surrounding environment� Vision is de�

terminant in various robotic applications like locomotion� manipulation� self�location�

recognition� etc�

This Thesis addresses the problem of egomotion estimation for a monocular moving

observer� using visual information� We assume that the observer moves under arbitrary

translation and rotation� in an unknown environment� with textured objects� This prob�

lem has attracted a good deal of attention in the past and has a large impact in navigation

tasks of autonomous systems�

One of the most distinctive aspects of our approach is the exclusive use of spatio�

temporal image derivatives or normal �ow� Thus� we avoid computing the complete

optical �ow �eld� which is an ill�posed problem due to the aperture problem�

The proposed method introduces a new search paradigm which is based on geometric

properties of the normal �ow �eld� and consists in considering a family of search subspaces

to estimate the egomotion parameters� Various search algorithms are proposed within

this framework� In order to decrease the noise sensitivity of the estimation methods�

we carefully formulate the estimation problem� and use statistical tools� based on robust

regression theory�

Additionally� we propose to extend the method for other image representations� namely

the log�polar representation� Consequently� we show that some search algorithms are

particularly well�suited for the log�polar image geometry� as we use a selection of special

normal �ow vectors with natural representation in log�polar images�

Throughout the thesis� we present and discuss a wide variety of illustrative experiments

with synthetic and real images� for various kinds of camera motions�

Keywords� Computer Vision� Motion Analysis� Egomotion Estimation� Optical and

Normal Flow� Robust Estimation� Log�Polar Imaging�
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� Agora � disse eu �� imagina a nossa natureza ����� de acordo com o quadro seguinte�

Imagina uns homens numa morada subterr�anea em forma de caverna� cuja entrada� aberta

�a luz� se estende ao longo de toda a fachada� eles est�ao ali desde a inf�ancia� as pernas e o

pesco�co presos a correntes� de forma que eles n�ao podem mudar de lugar� nem olhar para

outro lado sen�ao em frente� ����� a luz de uma fogueira acesa ao longe ����� brilha atr�as

deles� entre o fogo e os prisioneiros h�a um caminho� ao longo deste caminho imagina um

pequeno muro ������

� Vejo isso � disse ele�

� Imagina agora� ao longo deste pequeno muro� uns homens com toda a esp�ecie de

utens��lios� que ultrapassam a altura do muro� e �guras de homens e de animais� em pedra�

em madeira� de toda a esp�ecie de formas ������

� Estranho quadro e estranhos prisioneiros s�ao esses � disse ele�

� Eles parecem�se connosco � respondi eu� � ����� pensas que nesta situa�c�ao eles

pudessem ver de si mesmos e dos seus vizinhos qualquer coisa sen�ao as sombras projec�

tadas pelo fogo sobre a parte da caverna que est�a em frente deles�

� Poderia ser de outro modo � disse � se eles s�ao obrigados a �car com a cabe�ca

im�ovel durante toda a vida�

�����

� ����� se pudessem conversar entre eles� n�ao pensas que acreditariam nomear os

pr�oprios objectos reais� ao nomearem as sombras que veriam�

� Necessariamente�

� E se houvesse tamb�em um eco que reenviasse os sons do fundo da pris�ao� de todas

as vezes que um dos passantes viesse falar� n�ao acreditas que eles tomariam a sua voz

pela da sombra que des�lasse�

� Sim ����� � disse�

� �E indubit�avel � a�rmei eu � que aos olhos daquelas pessoas a realidade n�ao

poderia ser outra coisa sen�ao as sombras dos objectos�

Plat�ao in A Alegoria da Caverna� Rep� VII�

�



�



�� Introdu�c�ao

A percep�c�ao �e um processo fundamental para a sobreviv�encia dos seres vivos� Porque da

percep�c�ao nasce uma representa�c�ao do meio envolvente� e s�o a partir duma representa�c�ao

do meio� pode um ser vivo exercer ac�c�ao sobre esse meio�

Percep�c�ao �e a primeira forma de interac�c�ao com o mundo� Percep�c�ao signi�ca ob�

serva�c�ao dos fen�omenos que nos envolvem� Dentro de todas as formas de percep�c�ao

conhecidas� uma das mais poderosas e complexas �e a Vis�ao� A Vis�ao fornece uma parte

importante da informa�c�ao necess�aria para que possamos cumprir� com sucesso� uma de�

terminada ac�c�ao� A Vis�ao oferece�nos uma representa�c�ao espacial e temporal do

mundo� Atrav�es da vis�ao e de uma representa�c�ao visual do mundo� n�ao s�o reconhece�

mos objectos� como tamb�em dispomos de uma �medida� qualitativa de dist�ancias entre

corpos� estimamos a nossa pr�opria velocidade ou a velocidade dos corpos circundantes�

A Vis�ao tem sido alvo� ao longo dos tempos� de diversas abordagens� dando origem a

teorias t�ao importantes como as desenvolvidas por�

� Gibson� que aborda a vis�ao como um sistema perceptual que interage directa�

mente com o meio ambiente e que �e aproveitado passivamente pelo observador

�Gibson� 	�����

� Marr� que marcou de�nitivamente a vis�ao por computador e aborda a vis�ao como

um construtor de modelos internos do mundo �Marr� 	�����

� Bajcsy e Aloimonos� que lan�cam as bases da Vis�ao Activa� assumindo que o

obervador se envolve activamente no pr�oprio processo de percep�c�ao �Bajcsy� 	����

Aloimonos et al�� 	�����

�



� �� INTRODU�C�AO

Nesta tese� propomos usar a informa�c�ao visual de forma passiva para resolver um pro�

blema espec�
�co� A vis�ao �e um sensor que �observa� um determinado estado do sistema�

e o estado que se prop�oe observar �e um fen�omeno interno do sistema� o seu pr�oprio movi�

mento� Queremos responder �a seguinte quest�ao� �e poss��vel determinar o movimento

pr�oprio de um sistema aut�onomo� usando exclusivamente o sentido da vis�ao�

Para responder a este problema� devemos procurar na informa�c�ao visual elementos

que nos levem a identi�car os par�ametros de movimento do observador� O problema da

recupera�c�ao da velocidade pr�opria a partir da informa�c�ao visual tem atra�
do a aten�c�ao de

um elevado n�umero de investigadores� nomeadamente na �area da vis�ao rob�otica� O seu

impacto �e sentido em v�arias aplica�c�oes� especialmente nos sistemas aut�onomos� capazes

de estimar e ou controlar os seus par�ametros de velocidade �de forma a efectuar tarefas

de alto n�
vel ! por exemplo� tarefas de atracagem ou de deslocamento entre pontos
�

Para levar a cabo o estudo deste problema de estima�c�ao� de�ne�se o sensor visual que

desejamos usar� Assim� o observador m�ovel corresponde a um observador monocular� e

a informa�c�ao visual �e adquirida por uma c�amara� Neste caso� a representa�c�ao do mundo

visual �e uma sequ�encia de imagens� e uma imagem consiste na projec�c�ao perspectiva

dos objectos visualizados sobre um plano�

��� Estrutura do problema

O problema de estima�c�ao de velocidade pr�opria de um observador m�ovel monocular

consiste em recuperar a sua velocidade� por observa�c�ao de uma sequ�encia de imagens

adquirida ao longo do tempo�

O primeiro passo para a estima�c�ao �e o c�alculo do deslocamento dos pontos entre

duas imagens consecutivas� As abordagens usuais neste campo dividem�se em tr�es t�ecnicas

principais�

� c�alculo da correspond�encia directa entre pontos de uma sequ�encia de imagens

�Faugeras et al�� 	���� Weng et al�� 	���� Weng et al�� 	�����



���� ESTRUTURA DO PROBLEMA �

� estima�c�ao do �uxo �optico da imagem �Horn and Shunck� 	��	� Horn� 	����

Ballard and Kimball� 	���� Heeger and Jepson� 	�����

� m�etodos directos �Horn and Weldon� 	���� Aloimonos and Duric� 	����

Fermuller� 	���a� Fermuller and Aloimonos� 	���� Sinclair et al�� 	�����

O c�alculo da correspond�encia e a estima�c�ao do �uxo �optico implicam um conjunto

de hip�oteses extremamente restritivas quanto �a cena observada �Terzopoulos� 	����

Tikhonov and Arsenin� 	����� e correspondem� geralmente� a problemas mal postos

�Aloimonos et al�� 	���� Bertero et al�� 	����� Para al�em disso� as solu�c�oes obtidas s�ao�

por vezes� inst�aveis e requerem complexos processos computacionais� No sentido de ul�

trapassar estas di�culdades e atingir solu�c�oes robustas� muitos investigadores optam por

usar uma grande quantidade de informa�c�ao redundante� adquirida no espa�co e no tempo�

Por outro lado� os m�etodos directos s�ao menos exigentes em termos computacionais e

usam exclusivamente a informa�c�ao local do brilho da imagempara recuperar os par�ametros

de velocidade da c�amara� A �unica componente do �uxo �optico calcul�avel a partir de medi�

das locais do brilho �e a sua componente vectorial ao longo da direc�c�ao do gradiente� conhe�

cida por �uxo normal �Horn and Shunck� 	��	�� Assim� os m�etodos directos baseiam�se

usualmente no �uxo normal ou� equivalentemente� nas derivadas espa�co�temporais da

imagem �Santos�Victor et al�� 	���� Negahdaripour and Lee� 	����� Da mesma forma� o

m�etodo que iremos prop�or nesta tese passa pelo uso directo e exclusivo do �uxo normal�

As raz�oes fundamentais para esta escolha residem� por um lado� na simplicidade computa�

cional do m�etodo� por outro lado� na possibilidade de criar um estimador de velocidade

teoricamente exacto� exclusivamente a partir da informa�c�ao contida no �uxo normal�

Dispondo da informa�c�ao do deslocamento dos pontos entre imagens consecutivas� o

segundo passo do processo de estima�c�ao consiste no algoritmo de recupera�c�ao do movi�

mento tridimensional� Isto pode ser conseguido atrav�es de dois tipos de abordagens�

� a primeira abordagem est�a assente na resolu�c�ao de equa�c�oes n�ao�lineares� usual�

mente atrav�es de m�etodos num�ericos iterativos�



� �� INTRODU�C�AO

� a segunda abordagem resolve os mesmos problemas atrav�es de equa�c�oes lineares

com solu�c�ao fechada ou atrav�es de algoritmos de procura �nita�

Nesta tese� �e adoptada a segunda abordagem� O estimador que propomos desenvolver

consiste num conjunto de algoritmos de procura de complexidade reduzida�

A ideia chave do m�etodo consiste na selec�c�ao de vectores de �uxo nor�

mal com propriedades geom�etricas particulares� intimamente relacionadas com os

par�ametros de velocidade pr�opria do observador �Silva and Santos�Victor� 	���b�

Silva and Santos�Victor� 	���a� Silva and Santos�Victor� 	���c�� Nesse sentido� em vez

de se usar toda a informa�c�ao visual dispon�
vel� usamos apenas um subconjunto de in�

forma�c�ao relevante no que se refere ao movimento do observador�

Como foi proposto por Heeger e Jepson �Heeger and Jepson� 	����� pode�se calcular

separadamente a transla�c�ao e a rota�c�ao do observador� fazendo uso das propriedades

alg�ebricas das equa�c�oes do �uxo �optico� Nesta tese� partimos da mesma motiva�c�ao�

procuramos subdividir o problema em v�arios subproblemas que nos permitem estimar

gradualmente os par�ametros de velocidade� No entanto� o processo de subdivis�ao �e feito

n�ao s�o ao n�
vel das estimativas� mas tamb�em ao n�
vel das observa�c�oes ! em que uma

observa�c�ao consiste num vector de �uxo normal� Mais especi�camente� o dom�
nio das

observa�c�oes pode ser reagrupado em subconjuntos mais reduzidos� com caracter�
sticas

geom�etricas especiais� Para cada subconjunto� calcula�se uma estimativa dos par�ametros

de velocidade�

No trabalho de estima�c�ao de movimento pr�oprio realizado por Fermuller e Aloimonos

�Fermuller� 	���� Fermuller and Aloimonos� 	���� Fermuller� 	���a� Fermuller� 	���b�

Fermuller and Aloimonos� 	���� Fermuller and Aloimonos� 	����� exploram�se as restri�

�c�oes devido ao movimento� de�nidas nas observa�c�oes do �uxo normal� Estes autores optam

por uma classi�ca�c�ao baseada nas orienta�c�oes dos vectores de �uxo normal� permitindo

uma selec�c�ao de vectores� de forma a construir padr�oes globais no plano de imagem�

Como se demonstra� as posi�c�oes destes padr�oes podem relacionar�se com o movimento

��D do observador� Nesta tese� propomos explorar igualmente algumas associa�c�oes entre

a geometria do �uxo normal no plano de imagem e os par�ametros de velocidade� No
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entanto� n�ao �e nosso objectivo abordar este problema segundo a perspectiva de um pro�

blema de reconhecimento de padr�oes� Na abordagem que aqui se prop�oe� pretende�se� por

um lado� aproveitar mais informa�c�ao existente nas observa�c�oes �no sentido de usar tanto

a orienta�c�ao como o m�odulo do �uxo normal
� e� por outro lado� investir sobre a redu�c�ao

da complexidade dos algoritmos associados�

Em oposi�c�ao �as abordagens dominantes que consideram os aspectos algor�
tmicos de

estima�c�ao dissociados da geometria do sensor visual� iremos neste trabalho estudar a

rela�c�ao especial que se pode estabelecer entre o desenho do sensor e a concep�c�ao do esti�

mador� Com base em exemplos da �area da biologia� alguns investigadores t�em adop�

tado mecanismos de amostragem n�ao�uniforme da imagem� e� entre estes� o m�etodo

mais popular corresponde �a transforma�c�ao log�polar �Weiman� 	���� Griswald et al�� 	����

Tistarelli and Sandini� 	���� Wallace et al�� 	���� Bernardino and Santos�Victor� 	�����

As vantagens deste tipo de representa�c�ao est�ao essencialmente relacionadas com pro�

priedades perceptuais e algor�
tmicas da geometria log�polar�

� mostra�se que os sistemas de vis�ao� que usam imagens log�polares� est�ao especial�

mente vocacionados para certas tarefas perceptuais tais como a verg�encia bino�

cular �Bernardino and Santos�Victor� 	���� ou a estima�c�ao de velocidade pr�opria

�Silva and Santos�Victor� 	�����

� a informa�c�ao dispon�
vel numa imagem log�polar �e menor �comparativamente com o

caso cartesiano
� o que signi�ca uma redu�c�ao signi�cativa relativamente ao tempo

de computa�c�ao dos algoritmos associados�

Iremos mostrar� neste trabalho� que algumas restri�c�oes geom�etricas do �uxo normal� con�

sideradas no espa�co cartesiano� t�em uma representa�c�ao natural no espa�co log�polar� Em

consequ�encia disso� iremos prop�or um m�etodo para estima�c�ao do movimento da c�amara

especialmente bem adaptado �a geometria log�polar�

Concluindo� os aspectos mais relevantes do m�etodo proposto nesta tese s�ao�

� uso exclusivo do �uxo normal�
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� introdu�c�ao de um novo paradigma de procura� subdividindo o espa�co das estimativas

e das observa�c�oes�

� caracteriza�c�ao de algumas propriedades geom�etricas relevantes quanto ao �uxo nor�

mal�

� introdu�c�ao de ferramentas de tratamento estat�
stico do ru�
do� inspiradas emm�etodos

de regress�ao robusta�

� extens�ao do m�etodo de estima�c�ao para geometria log�polar�

Assume�se que o observador pode mover�se livremente em qualquer direc�c�ao com qualquer

rota�c�ao� num ambiente est�atico arbitr�ario composto por objectos texturados� e a imagem

�e formada segundo um modelo de projec�c�ao perspectiva�

��� Trabalho relacionado

Um largo espectro de investiga�c�ao tem sido proposto no campo da estima�c�ao de

par�ametros de velocidade para sistemas de vis�ao rob�otica� Uma revis�ao exaustiva deste

t�opico pode ser encontrada em �Heeger and Jepson� 	����� Nesta sec�c�ao� propomos pro�

ceder a uma classi�ca�c�ao simples das abordagens existentes� revendo� deste modo� os

principais m�etodos de estima�c�ao�

Numa primeira fase� os m�etodos podem ser divididos em m�etodos para deslocamento

discreto em�etodos para deslocamento cont��nuo� consoante as observa�c�oes visuais s�ao referi�

das a posi�c�oes discretas ou a um movimento cont�
nuo do observador� Numa segunda fase�

dependendo da abordagem algor�
tmica� os m�etodos podem ter um car�acter iterativo ou

n�ao iterativo�

����� M�etodos para deslocamento discreto vs� cont��nuo

Os m�etodos para deslocamento discreto usam uma colec�c�ao de pontos caracter�
sticos ex�

tra�
dos duma sequ�encia discreta de imagens �correspondentes a diferentes vistas
� de forma
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a construir um sistema de equa�c�oes sobredeterminadas� a partir do qual �e poss�
vel calcular

a matriz de transforma�c�ao que relaciona as diversas vistas� Os m�etodos para desloca�

mento discreto propostos em �Faugeras et al�� 	���� Weng et al�� 	���� Weng et al�� 	����

s�ao baseados na matriz essencial �Faugeras� 	����� calculada a partir de pontos corre�

spondentes entre imagens� Os algoritmos que lhe est�ao associados s�ao de baixa comple�

xidade ! sendo� no entanto� muito sens�
veis ao ru�
do de entrada� Por outro lado� os

processos de correspond�encia entre pontos� necess�arios para calcular a matriz essencial�

s�ao normalmente problemas mal postos e inst�aveis�

Os m�etodos para deslocamento cont��nuo pretendem estimar a velocidade instant�anea

tridimensional do observador a partir da informa�c�ao do �uxo �optico �Horn� 	����

Ballard and Kimball� 	���� Heeger and Jepson� 	����� O �uxo �optico pode ser calculado

atrav�es de v�arias t�ecnicas ! entre as quais� as mais importantes baseiam�se na correla�c�ao

e na �ltragem espa�co�temporal� Estas t�ecnicas podem ser muito elaboradas e exibem

diferentes graus de sucesso� No entanto� como se nota em �Aloimonos et al�� 	����� �e

irrealista considerar o problema de estima�c�ao do �uxo �optico um problema resolvido�

De forma a ultrapassar as di�culdades associadas �a estima�c�ao do �uxo

�optico� muitos investigadores �Horn and Weldon� 	���� Aloimonos and Duric� 	����

Fermuller� 	���a� Fermuller and Aloimonos� 	���� Sinclair et al�� 	���� t�em usado direc�

tamente as derivadas espa�co�temporais do brilho �ou alternativamente o �uxo normal


de uma sequ�encia de imagens� O �uxo normal representa a �unica componente do �uxo

�optico que pode ser estimada exclusivamente a partir de medidas locais do brilho� devido

ao conhecido problema da abertura �Horn and Shunck� 	��	� Horn� 	�����

Os m�etodos que utilizam o �uxo normal� conhecidos por m�etodos directos� n�ao re�

querem algoritmos aproximativos ou iterativos para o c�alculo das suas observa�c�oes� Em

geral� os m�etodos directos s�ao abordagens que ignoram a natureza estat�
stica das ob�

serva�c�oes� limitando�se a fazer uso da informa�c�ao global do �uxo e ou a aplicar esti�

madores lineares de m�
nimos quadrados� Neste trabalho� iremos mostrar como certos

desvios inesperados nas observa�c�oes� podem contaminar as solu�c�oes de um estimador de

m�
nimos quadrados ! pelo que se exige alguma aten�c�ao no que se refere aos processos de
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selec�c�ao e rejei�c�ao de eventuais desvios� no espa�co das observa�c�oes�

����� Algoritmos iterativos vs� n�ao iterativos

Nas abordagens para deslocamento discreto� a maioria dos algoritmos usam a conhecida

restri�c�ao da linha epipolar �Faugeras� 	����� Normalmente� os par�ametros de desloca�

mento do observador s�ao calculados directamente a partir da matriz essencial� que� por

sua vez� �e determinada de forma linear a partir de alguns pontos das imagens� Como se

disse� estes algoritmos s�ao particularmente sens�
veis ao ru�
do de entrada e� para aumentar

a robustez do m�etodo� alguns autores �Weng et al�� 	���� prop�oem minimizar iterativa�

mente um dado funcional de custo� ap�os a introdu�c�ao de algum conhecimento quanto a

modelos de distribui�c�ao probabil�
stica do ru�
do�

Horn em �Horn� 	���� parte da informa�c�ao do �uxo �optico e prop�oe tr�es abordagens

usando estimadores do tipo m�
nimos quadrados� Nesse trabalho s�ao derivadas formas

fechadas para a solu�c�ao da estima�c�ao de velocidade� para o caso do movimento ser pura�

mente translacional ou puramente rotacional� Para o caso geral� Horn deriva um conjunto

de equa�c�oes n�ao�lineares que s�ao resolvidas iterativamente�

Heeger e Jepson �Heeger and Jepson� 	���� transformam esta aproxima�c�ao num al�

goritmo de procura �nita� subdividindo o problema em dois passos� no primeiro passo�

o m�etodo estima a transla�c�ao da c�amara� e� no segundo passo� determina a rota�c�ao�

Partindo do conhecimento completo do �uxo �optico� este m�etodo �e exacto �sem hip�oteses

simpli�cativas
 e n�ao faz uso de t�ecnicas num�ericas de natureza iterativa�

V�arios m�etodos directos �baseados no �uxo normal
 t�em sido propostos� a

maioria deriva directamente dos m�etodos que usam o �uxo �optico �Horn� 	����

Heeger and Jepson� 	����� Excluem�se deste grupo outras abordagens� nomeada�

mente a desenvolvida por Fermuller e Aloimonos �Fermuller and Aloimonos� 	����

Fermuller� 	���a� Fermuller� 	���b�� que transformam o problema de estima�c�ao a partir

do �uxo normal num problema de reconhecimento de padr�oes� O problema da estima�c�ao

�outliers� na nomenclatura inglesa
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de velocidade pode ser visto como um algoritmo n�ao iterativo� Tamb�em neste caso� o

uso dos dados globais deve garantir a robustez do algoritmo �a in�u�encia do ru�
do nas

observa�c�oes�

Concluindo� os algoritmos iterativos s�ao computacionalmente pesados e requerem a

escolha pr�evia de um estado de inicializa�c�ao� Est�ao igualmente dependentes de crit�erios

de paragem� que� usalmente� s�ao de�nidos pela rela�c�ao entre um n�
vel de erro e um limite

de natureza heur�
stica�

Por outro lado� os algoritmos n�ao iterativos s�ao extremamente sens�
veis ao ru�
do� Para

ultrapassar este problema� usam�se essencialmente dois tipos de abordagens� combinar as

observa�c�oes globais ao longo do espa�co e ou do tempo� ou usar ferramentas provenientes

da estat�
stica� de forma a melhorar os procedimentos de estima�c�ao�

��� Estrutura da tese

No Cap�
tulo �� introduzem�se os principais aspectos te�oricos do sistema de vis�ao adop�

tado� Exploramos a rela�c�ao alg�ebrica e geom�etrica entre o �uxo �optico e a velocidade

do observador� e apresentamos uma primeira abordagem na estima�c�ao dos par�ametros

de velocidade� Posteriormente� o m�etodo �e extendido para o caso em que se introduz a

restri�c�ao do �uxo normal� Analisam�se as principais di�culdades dos m�etodos existentes�

e de�nem�se os caminhos para uma nova abordagem�

No Cap�
tulo �� estudam�se algumas propriedades geom�etricas do �uxo normal� proce�

dendo �a selec�c�ao das localiza�c�oes do �uxo que est�ao intimamente associadas �a velocidade

do observador� Introduz�se um conjunto de subespa�cos de procura de�nidos no plano da

imagem que permitem reduzir signi�cativamente a complexidade algor�
tmica dos m�etodos

de estima�c�ao�

O Cap�
tulo � �e dedicado aos algoritmos de estima�c�ao propostos� De�ne�se um conjunto

de algoritmos de procura ao longo de diferentes subespa�cos� Cada algoritmo de procura

pretende estimar uma restri�c�ao �ou conjunto de restri�c�oes
 no espa�co das estimativas�

Estuda�se a organiza�c�ao geral dos algoritmos propostos� de forma a recuperar completa�
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mente os par�ametros de velocidade da c�amara� No Cap�
tulo �� veri�camos o desempenho

do m�etodo� atrav�es da apresenta�c�ao de alguns resultados experimentais� efectuados a

partir de imagens sint�eticas e reais� e para diversos tipos de movimento translacional e

rotacional�

No Cap�
tulo �� apresenta�se uma extens�ao do m�etodo para uma nova geometria do

plano de imagem� a geometria log�polar� Mostra�se que alguns algoritmos de procura

propostos para coordenadas cartesianas� t�em uma representa�c�ao natural em coordenadas

log�polares�

Finalmente� o Cap�
tulo � �e dedicado �as conclus�oes retiradas deste trabalho�

Estabelecem�se� adicionalmente� as direc�c�oes principais para um trabalho futuro�
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Computational vision researchers have been trying to solve the problem for a

number of years with only limited success� It is a di�cult problem to solve

because the optical �ow �eld is nonlinearly related to the �D motion and depth

parameters�

Heeger � Jepson in �Heeger and Jepson� 	����

Neste cap�
tulo introduzem�se as principais propriedades do �uxo �optico� nomeadamente a

sua depend�encia com o movimento da c�amara e com a estrutura da cena� Procuraremos

adicionalmente introduzir alguns caminhos para a estima�c�ao da velocidade da c�amara�

tendo por base o conhecimento total ou parcial do �uxo �optico�

Inicialmente apresentaremos dois m�etodos de estima�c�ao� sem imp�or restri�c�oes quanto

ao conhecimento do �uxo �optico�

O passo seguinte consiste em conceber um m�etodo no qual se introduz a restri�c�ao do

�uxo normal� O conhecimento parcial do �uxo �optico constitui uma limita�c�ao importante�

Como iremos ver neste cap�
tulo� o m�etodo daqui resultante est�a associado a um algoritmo

de elevada complexidade� pelo que se torna necess�ario um esfor�co de simpli�ca�c�ao do

m�etodo� Essa simpli�ca�c�ao s�o �e poss�
vel se soubermos algo mais acerca da estrutura do

problema� nomeadamente no que se refere �as rela�c�oes geom�etricas entre o �uxo normal e

as caracter�
sticas do movimento�

	�
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��� Fluxo �optico vs� Movimento da c�amara

Consideremos um sistema de coordenadas com origem no centro �optico da c�amara� como se

ilustra na Figura ��	� Os eixos x e y s�ao paralelos aos eixos da c�amara correspondentes�

1

2

3

ω

ω

ω

U

V

W

Fig� ��	� Representa�c�ao do movimento e da geometria de projec�c�ao no plano de imagem�

O eixo z coincide com o eixo �optico� Sup�oe�se que um ponto gen�erico R de�nido no

espa�co R� pelas coordenadas �X Y Z�T � �e projectado num ponto da imagem r� segundo

um modelo de projec�c�ao perspectiva� Os pontos R e r relacionam�se do seguinte modo �

r " �x y f �T " f
R

R � �z � ���	


onde f corresponde �a dist�ancia focal da c�amara� �z representa o versor ao longo do eixo z

e o operador ��� traduz o produto interno entre vectores�

Supondo que a c�amara adquire uma velocidade linear t " �U V W �T e uma velocidade

angular � " ��� �� ���T � pode�se calcular o movimento do ponto r induzido no plano de

imagem �Longuet�Higgins and Prazdny� 	�����
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onde u e v representam as derivadas de r na direc�c�ao do eixo x e y respectivamente� As

componentes u e v formam um vector no plano de imagem habitualmente denominado

�uxo �optico�

Observando as equa�c�oes� pode�se concluir de imediato que u e v� para al�em de de�

penderem das componentes da velocidade linear e angular� dependem explicitamente da

dist�ancia Z ao ponto R� Por consequ�encia� o �uxo �optico depende� em cada ponto da ima�

gem� de � par�ametros desconhecidos �� componentes da velocidade linear� � componentes

da velocidade angular e 	 valor de profundidade Z
�

A quest�ao fundamental que se p�oe �e a seguinte� ser�a poss�
vel recuperar todos os

par�ametros da velocidade linear e angular a partir das equa�c�oes ����
$ Esta �e uma per�

gunta central que requer alguma aten�c�ao� Primeiro� a resposta est�a directamente ligada ao

n�umero total de restri�c�oes inerentes ao pr�oprio processo de estima�c�ao� Estas restri�c�oes

podem ser agrupadas em tr�es classes� a restri�c�ao f�
sica� a restri�c�ao do �uxo normal e a

restri�c�ao visual�

� Restri�c�ao f��sica� esta restri�c�ao prov�em da pr�opria estrutura f�
sica do sistema

�optico e deriva das propriedades associadas �a projec�c�ao perspectiva� mais adiante

iremos ver que� devido a esta restri�c�ao� �e imposs�
vel recuperar todas as componentes

da velocidade linear a partir do �uxo �optico� Esta limita�c�ao adv�em do simples facto

de todas as componentes de transla�c�ao� na equa�c�ao de �uxo �optico ����
� serem

escaladas pelo mesmo par�ametro �desconhecido
 Z�

� Restri�c�ao do �uxo normal� este tipo de restri�c�ao deriva directamente do co�

nhecido problema da abertura� que se traduz na impossibilidade de conhecer com�

pletamente o �uxo �optico em cada ponto da imagem ! prova�se que� a partir de

medi�c�oes locais� s�o �e poss�
vel calcular a projec�c�ao do vector �u� v
 na direc�c�ao do

gradiente da imagem� esta projec�c�ao �e conhecida por �uxo normal� Neste cap�
tulo�

mostra�se que esta importante restri�c�ao vai afectar profundamente as t�ecnicas de

estima�c�ao dos par�ametros de movimento�

� Restri�c�ao visual� esta restri�c�ao est�a associada ao estudo da capacidade do es�
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timador de recuperar os par�ametros de velocidade a partir da informa�c�ao visual

dispon�
vel� Neste caso� discute�se o que� na linguagem do controlo� �e usual chamar�

se a observabilidade do sistema� �E f�acil veri�car que a observabilidade est�a de�

pendente da textura e da forma das superf�
cies visualizados� Daremos aqui dois

exemplos muito simples que permitem ilustrar este tipo de restri�c�ao�

��� quanto �a textura� sabendo que s�o h�a observa�c�oes em pontos �ou zonas
 da ima�

gem com textura� ent�ao a textura condiciona necessariamente a observabilidade do

sistema� Na realidade� a observabilidade devido �a textura da imagem�e directamente

afectada pela restri�c�ao do �uxo normal existente em cada observa�c�ao�� Por exem�

plo� supondo que a cena visualizada �e composta por uma faixa vertical negra sobre

um fundo branco e que a c�amara sofre um movimento de transla�c�ao� ent�ao nada

se pode concluir quanto ao movimento vertical da c�amara ! existe claramente um

estado do sistema n�ao observ�avel�

��� quanto �a forma� existem ambiguidades na detec�c�ao de solu�c�oes� que podem

estar relacionadas com a forma da superf�
cie observada� Por exemplo� quando essa

superf�
cie �e planar� prova�se que� para o mesmo �uxo �optico e em determinadas

condi�c�oes� o problema de estima�c�ao do movimento tem duas solu�c�oes distintas� Uma

das solu�c�oes corresponde �a velocidade exacta da c�amara� a outra est�a relacionada

com os par�ametros do pr�oprio plano visualizado �ver Ap�endice B
�

Em alguns casos� as restri�c�oes visuais produzem� solu�c�oes inst�aveis e ou indetermi�

nadas �que sob certas condi�c�oes� podem ser recuperadas com exactid�ao� usando t�ecnicas

espec�
�cas de estima�c�ao
� Contudo� numa primeira an�alise do problema� vamos assumir

que a informa�c�ao visual �e su�cientemente �rica� para produzir solu�c�oes exactas� Isto

signi�ca que vamos centrar objectivamente a nossa aten�c�ao nas duas primeiras restri�c�oes�

�De facto� as restri�c�oes visuais quanto �a textura tem a sua origem na restri�c�ao do �uxo normal em

cada observa�c�ao� �E preciso sublinhar� no entanto� que as duas restri�c�oes tratam problemas diferentes� a

restri�c�ao visual aborda o problema da observabilidade do conjunto das observa�c�oes� enquanto a restri�c�ao

normal foca o problema que relaciona cada observa�c�ao �a textura da imagem�
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��� Caracteriza�c�ao dos par�ametros a estimar

Como vimos� a restri�c�ao f�
sica equivale �a impossibilidade alg�ebrica de recuperar comple�

tamente os par�ametros de movimento unicamente a partir do �uxo �optico� Se assim �e�

podemos saber com exactid�ao que par�ametros podemos estimar e qual a sua rela�c�ao com

o movimento da c�amara�

Considere�se a seguinte mudan�ca de vari�aveis��������
�����	

� " fU�W

� " fV�W

� " W�Z

����


Estas novas vari�aveis t�em um signi�cado f�
sico preciso� que pode ser descrito do seguinte

modo�

a
 o vector ��� �� f
 �e colinear com o vector da velocidade linear� logo� o ponto ��� �


corresponde �a projec�c�ao da velocidade linear sobre o plano da imagem! este ponto

especial denomina�se Foco de Expans�ao��

b
 o par�ametro � corresponde ao inverso do tempo de colis�ao da c�amara com um dado

ponto observado no espa�co� isto implica que existe um valor � para cada ponto da

imagem �pelo que � �e fun�c�ao das coordenadas da imagem �x� y
 
�

A mudan�ca de vari�aveis de�nida em ����
 �e v�alida para W �" � e Z �" �� A primeira

condi�c�ao signi�ca que a velocidade linear no sentido do eixo �optico �e n�ao nula�� A segunda

restri�c�ao� dada por Z �" �� �e garantida �a partida por raz�oes construtivas do pr�oprio sistema

�optico�

�A explica�c�ao para a denomina�c�ao �Foco de Expans�ao	 adv�em de um facto recorrente da sua pr�opria

de
ni�c�ao� dada uma c�amara com um movimento composto por transla�c�ao pura� observa�se que todos

os vectores de �uxo �optico registados na imagem �partem de	 ou �dirigem�se para	 um �unico ponto da

imagem� Este ponto �e de
nido pelo Foco de Expans�ao� Na nomenclatura inglesa denomina�se Focus of

Expansion e �e usualmente designado pela sigla FOE�

�O caso W 
 � ser�a abordado no Ap�endice B� como extens�ao do caso W �
 ��
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Apliquemos ent�ao a mudan�ca de vari�aveis enunciada em ����
 nas equa�c�oes ����
�

Obtemos novas equa�c�oes para o �uxo �optico�

�����
���	

u " ��x� y
�x� �
 # ��
xy

f
� ���

x�

f
# f
 # ��y

v " ��x� y
�y � �
 # ���
y�

f
# f
� ��

xy

f
� ��x

����


Veri�ca�se que� para cada ponto da imagem� o �uxo depende explicitamente� n�ao de �

mas de � par�ametros� Conclui�se ainda que n�ao �e poss�
vel obter simultaneamente as tr�es

componentes da velocidade linear t� a partir da informa�c�ao oferecida pelo �uxo �optico

�restri�c�ao f�
sica
�

As equa�c�oes desenvolvidas em ����
 podem ser escritas de uma forma vectorial� onde

se torna mais clara a rela�c�ao entre os par�ametros envolvidos�

v�x
 " ��x
�x��
 #B�x
� ����


onde x " �x y�T indica o ponto da imagem� v�x
 " �u�x
 v�x
�T representa o vector do

�uxo �optico� � " �� ��T o Foco de Expans�ao� e o vector de rota�c�ao �e multiplicado pela

matriz

B�x
 "

�
�� xy

f
��x

�

f
# f
 y

�y
�

f
# f
 �xy

f
�x

�
�� ����


De�niu�se um conjunto restrito de par�ametros que caracterizam o movimento da c�amara�

�� � e �� A quest�ao que se p�oe agora �e como estimar esses par�ametros usando o �uxo

�optico de N pontos da imagem�

A resposta seria trivial se o vector do �uxo �optico fosse uma fun�c�ao linear dos

par�ametros que queremos estimar� Conclui�se claramente que n�ao �e� observando a equa�c�ao

vectorial ����
� na realidade� o �uxo �optico v �e linear em � e bilinear em � e ��

Na pr�oxima sec�c�ao� iremos procurar responder a esta quest�ao atrav�es de dois co�

nhecidos m�etodos de estima�c�ao �Faugeras� 	���� Heeger and Jepson� 	����� O primeiro �e

aplicado ao conjunto das observa�c�oes do �uxo �optico e deriva directamente da equa�c�ao

vectorial ����
� o segundo m�etodo� mais elaborado� �e independente de ��x
 e faz uso de

algumas propriedades do �uxo�
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��� Estima�c�ao de par�ametros a partir do �uxo

�optico

O primeiro m�etodo de estima�c�ao baseia�se num pressuposto muito simples aplicado a

equa�c�oes bilineares� se �xarmos a vari�avel �� a equa�c�ao ����
 torna�se linear em rela�c�ao

aos restantes par�ametros � e �� Logo� se juntarmos �N equa�c�oes lineares ����
 cor�

respondentes a N pontos de observa�c�ao da imagem� podemos obter um sistema linear

sobredeterminado�

Neste m�etodo� prop�oe�se considerar o par�ametro � como uma vari�avel que varia numa

dada gama de vectores de�nidos no plano de imagem� O m�etodo baseia�se num simples

algoritmo de procura� o valor estimado do Foco de Expans�ao corresponde ao vector � que

minimiza um determinado funcional de custo� Mais especi�camente� prop�oe�se estudar a

vari�ancia da solu�c�ao do sistema linear associado a cada hip�otese para localiza�c�ao do Foco

de Expans�ao� �� Espera�se que a solu�c�ao exacta �o Foco de Expans�ao
 coincida com a

solu�c�ao com menor vari�ancia para uma fam�
lia �in�nita%
 de valores ��

Iremos� para j�a� formular o primeiro m�etodo de estima�c�ao�

����� Primeiro m�etodo de estima�c�ao

Para N pontos de observa�c�ao� temos o seguinte sistema de equa�c�oes�

�
������
v�
���

vN

�
������


 �z �
�v

"

�
������
x� � � � � � � B�

���
� � �

���
���

� � � � xN � � BN

�
������


 �z �
A��


�
���������

��
���

�N

�

�
���������


 �z �
p

����


onde �v �e um vector de dimens�ao �N � contendo o �uxo �optico dos N pontos observados�

p �e o vector de par�ametros a estimar� de dimens�ao N # �� e inclui os � par�ametros de

rota�c�ao e os N valores de �� Finalmente�A��
 �e uma matriz de dimens�ao �N por �N#�
�

calcul�avel se o Foco de Expans�ao� �� for conhecido�
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Para um dado vector �� o sistema de equa�c�oes ����
 �e linear e tem uma solu�c�ao

sobredeterminada �associada a uma vari�ancia
 se� car�A��

 " N # � e

�N � N # � � N � ��

Isto signi�ca que� para obter uma estimativa dos par�ametros a partir do �uxo �optico

�supondo que �e conhecido
� �e necess�ario disp�or de pelo menos � pontos da imagem com

informa�c�ao de �uxo e� adicionalmente� a matriz A��
 do sistema deve ter caracter�
stica

igual a N # �� Esta �e uma restri�c�ao visual importante e depende dela o desempenho

do algoritmo de estima�c�ao� No entanto� vamos mais uma vez partir do princ�
pio que os

pressupostos visuais quanto �a observabilidade do sistema est�ao garantidos�

Assim� para um dado vector �� a solu�c�ao do sistema ����
 �e determinada de forma

expl�
cita� se� para tal� recorrermos ao m�etodo dos m�
nimos quadrados

min
�p

n
k�v �A��
�pk�

o

Assim� no caso do sistema ser sobredeterminado� a solu�c�ao �e dada por�

�p "


ATA

���
AT�v

Por outro lado� o valor exacto de � �e aquele que minimiza a vari�ancia da estimativa

�p dada por

k�v�A��
�pk�

Resumindo� o m�etodo de estima�c�ao resulta do seguinte crit�erio de minimiza�c�ao�

min
��

�
min
�p

�
k�v�A���
�pk

�
��

����


Uma das caracter�
sticas estruturais que torna este m�etodo de estima�c�ao inst�avel �no

sentido de produzir solu�c�oes que dependem fortemente do ru�
do nas observa�c�oes
� �e o

elevado n�umero de par�ametros a estimar �N # �
� Na realidade� acrescentar um novo

ponto de observa�c�ao ao sistema n�ao bene�cia tanto quanto seria desej�avel a robustez do

�car�A� corresponde �a caracter��stica da matriz A�
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processo de estima�c�ao face ao ru�
do nas observa�c�oes� j�a que isso implica acrescentar um

novo par�ametro desconhecido ��x
 ao vector p�

Seria por isso altamente vantajoso se pud�essemos eliminar das equa�c�oes de �uxo a

sua depend�encia em ��x
 e� a partir da�
� construir um novo sistema linear cujo vector

de par�ametros a estimar fosse de dimens�ao reduzida e �xa para qualquer n�umero N de

observa�c�oes� Veri�ca�se que isso �e poss�
vel operando uma simples projec�c�ao nos vectores

de �uxo �optico� dando origem ao segundo m�etodo de estima�c�ao�

����� Segundo m�etodo de estima�c�ao

Seja d�x��
 um vector unit�ario perpendicular �a direc�c�ao de�nida pelo vector �x� �
 �

d�x��
 � �x� �
 " �

kd�x��
k " 	

����


Note�se que� para um dado vector �� d�x��
 est�a bem de�nido para todos os pontos

da imagem� Se �zermos o produto interno de d�x��
 com os termos da equa�c�ao ����
�

obtemos uma equa�c�ao independente de ��x
�

d�x��
 � v�x
 " d�x��
 � �B�x
�� ���	�


Este resultado est�a directamente associado a uma propriedade do �uxo muito importante

que conv�em reter� a componente do �uxo �optico perpendicular �a linha que une

um ponto x ao Foco de Expans�ao n�ao depende do movimento linear da c�amara�

Essa componente corresponde precisamente �a projec�c�ao do �uxo sobre o vector d�x��
�

O segundo m�etodo de estima�c�ao �e semelhante ao primeiro e pode ser descrito da

seguinte forma�

� Para cada valor �� de�ne�se o sistema linear�
������
d�x���
 � v�

���

d�xN��
 � vN

�
������


 �z �
�vd��


"

�
������
d�x���
 �B�

���

d�xN��
 �BN

�
������


 �z �
Ad��


� ���		
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onde �vd��
 �e um vector de dimens�ao N � Ad��
 �e uma matriz de dimens�ao N � � e

os par�ametros a estimar s�ao as � coordenadas do vector de rota�c�ao� O sistema tem

solu�c�ao sobredeterminada� se car�Ad��

"� e N � ��

� Obtemos uma estimativa dos par�ametros � e �� a partir do seguinte crit�erio de

minimiza�c�ao�

min
��

�
min
��

�
k�vd���
�Ad���
��k

�
��

���	�


Recapitulando� apresent�amos dois m�etodos de estima�c�ao de par�ametros de velocidade

a partir do �uxo �optico� Baseiam�se na procura exaustiva do Foco de Expans�ao num dado

dom�
nio� de forma a minimizar a vari�ancia da solu�c�ao de um sistema linear� O segundo

m�etodo n�ao estima directamente os par�ametros �� ou seja� restringe�se �a estima�c�ao dos

par�ametros de rota�c�ao� Pode�se deduzir que o segundo m�etodo �e numericamente menos

complexo e mais imune �a exist�encia de ru�
do nas observa�c�oes� dado que limita o espa�co

das estimativas� No entanto� os dois m�etodos de estima�c�ao apresentados partem de dois

pressupostos muito fortes que gostar�
amos de ultrapassar�

� requer�se uma busca exaustiva de � ao longo de um dom�
nio necessariamente limi�

tado �por raz�oes algor�
tmicas
� este pressuposto implica pesados custos computa�

cionais�

� exige�se o conhecimento completo do �uxo �optico�

Se� por um lado� o primeiro pressuposto pode ser ultrapassado com alguma manip�

ula�c�ao algor�
tmica� o segundo pressuposto oferece maior di�culdade� como j�a t�
nhamos

enunciado anteriormente� o �uxo �optico n�ao �e completamente conhecido devido �a restri�c�ao

do �uxo normal� Isto leva�nos a um novo problema� obter um m�etodo de estima�c�ao dos

par�ametros de velocidade que n�ao exija o conhecimento completo do �uxo �optico� Para

responder a esta quest�ao� precisamos de�nir com precis�ao em que consiste a restri�c�ao do

�uxo normal�
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��	 A restri�c�ao do �uxo normal

Assume�se que a imagem �e composta por superf�
cies texturadas e que as condi�c�oes de

ilumina�c�ao variam lentamente ao longo do tempo�

Supondo que o brilho de um ponto da superf�
cie n�ao varia ao longo do tempo !

hip�otese do brilho constante �Horn and Shunck� 	��	� Horn� 	���� ! tem�se�

dE�x� y


dt
" �

� Et # uEx # vEy " �� ���	�


onde E�x� y
� Ex� Ey e Et correspondem respectivamente ao n�
vel de brilho e �as suas

derivadas de primeira ordem relativamente a x� y e t� Vamos partir do princ�
pio que a

hip�otese �e verdadeira em quase todos os pontos da imagem�� Assim sendo� a equa�c�ao

���	�
 expressa aquilo que na realidade �e poss�
vel conhecer do �uxo �optico� uma com�

bina�c�ao linear das suas duas componentes vectoriais� Esta restri�c�ao no conhecimento do

�uxo �optico �e conhecida por problema da abertura �Horn� 	����� De facto� partindo da

hip�otese do brilho constante� s�o �e poss�
vel calcular a componente do �uxo �optico� v� ao

longo da direc�c�ao do gradiente da imagem� Essa componente �e dada por�

vn " n � v " � Et

krEk ���	�


onde rE �e o gradiente espacial da imagem� n �e um vector unit�ario colinear com a direc�c�ao

do gradiente� A projec�c�ao n � v �e conhecida por �uxo normal� vn�

Usando a rela�c�ao ����
 entre o �uxo �optico e os par�ametros de movimento da c�amara�

obtemos a seguinte equa�c�ao de�nida em cada ponto da imagem�

vn�x
 " ��x
nt�x
�x��
 # nt�x
B�x
� ���	�


Sabemos que em cada pixel existem teoricamente duas equa�c�oes de �uxo �optico� mas na

realidade dispomos de uma �unica equa�c�ao� devido �a restri�c�ao associada ao �uxo normal�

�Remetemos a discuss�ao sobre as condi�c�oes de validade da hip�otese do brilho constante para o Ap�endice

B�
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Este facto inviabiliza de imediato a utiliza�c�ao do primeiro m�etodo de estima�c�ao colo�

cado em ����
� dado que em N pontos dispomos de N equa�c�oes �em vez de �N
� logo o

sistema linear �e subdeterminado em quaisquer condi�c�oes�

Um caminho poss�
vel pode ser a segunda abordagem baseada na minimiza�c�ao ���	�
�

que coloca menores restri�c�oes quanto ao n�umero de equa�c�oes associadas ao sistema linear

���		
� Comecemos por analisar a rela�c�ao entre o segundo m�etodo de estima�c�ao e o

problema de estima�c�ao levantado pela restri�c�ao do �uxo normal�

� s�o �e necess�aria uma equa�c�ao por pixel�

� cada observa�c�ao corresponde a uma projec�c�ao do �uxo �optico numa direc�c�ao nor�

malizada�

Recorde�se que no m�etodo de estima�c�ao ���	�
 a direc�c�ao normalizada �e determinada pelo

vector d�x��
� enquanto� segundo a restri�c�ao do �uxo normal� essa direc�c�ao �e determi�

nada pelo vector n� Esta analogia permite�nos derivar um novo m�etodo de estima�c�ao por

adapta�c�ao do segundo m�etodo de estima�c�ao�

A ideia consiste em seleccionar unicamente o �uxo normal que �e colinear com a di�

rec�c�ao d�x��
� para cada vector � ! em vez de usar todas as observa�c�oes de �uxo�

De�ne�se assim o conjunto ���
 como o conjunto de pontos da imagem onde o �uxo

normal �e colinear com o vector d�x��
� ou� equivalentemente� onde o �uxo normal �e per�

pendicular �a linha que passa pelo ponto da imagem e pelo Foco de Expans�ao� A Figura

��� ilustra um conjunto ���
 para um dado ��

O m�etodo vem descrito nos seguintes passos�

� Para cada hip�otese de localiza�c�ao do Foco de Expans�ao �� constr�oi�se o seguinte

funcional de custo�

E��� �
 "
X

x � ���


h
vn�x
� nt�x
B�x
�

i�
� ���	�


onde ���
 " f�x � n�x
 � �x� �
 " �g�
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n(x).v(x)

Σ

x

x

y

Fig� ���� ��&
 para uma dada localiza�c�ao do Foco de Expans�ao�

� Para cada �� a minimiza�c�ao de E��� �
 em fun�c�ao de � �e um problema de m�
nimos

quadrados� com solu�c�ao expl�
cita�

� O m�etodo de estima�c�ao da posi�c�ao do Foco de Expans�ao consiste em procurar o

m�
nimo da fun�c�ao E��� �
� para uma gama de hip�oteses de ��

min
��

�
min
��

n
E���� ��


o�
���	�


Note�se que o m�etodo com restri�c�ao do �uxo normal requer uma selec�c�ao pr�evia de ob�

serva�c�oes para cada vector �� enquanto o segundo m�etodo de estima�c�ao conjuga em

qualquer caso todas as observa�c�oes dispon�
veis� Sendo assim� o m�etodo com restri�c�ao do

�uxo normal �e necessariamente mais limitado� dado que� para cada vector �� a solu�c�ao

que minimiza E��� �
 conta com menos observa�c�oes�
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��
 Discuss�ao

Neste cap�
tulo estud�amos a estima�c�ao dos par�ametros de movimento a partir da in�

forma�c�ao de �uxo na imagem� Constat�amos a exist�encia de � restri�c�oes associadas �a

estima�c�ao� a restri�c�ao f�
sica� a restri�c�ao do �uxo normal e a restri�c�ao visual� A partir

dos m�etodos de estima�c�ao convencionais para o �uxo �optico� formul�amos um m�etodo de

estima�c�ao fazendo uso exclusivo do �uxo normal� Emergem deste m�etodo duas ideias

essenciais que requerem discuss�ao� robustez e complexidade�

� Ser�a o m�etodo robusto face �as incertezas nas observa�c�oes$ Supondo que existe

informa�c�ao su�ciente nas observa�c�oes de cada conjunto ���
� ser�a que essa in�

forma�c�ao �necessariamente mais limitada� como vimos
 �e su�ciente para produzir

uma �boa� estimativa de �$ O problema �e que� ao diminuir�se o n�umero de ob�

serva�c�oes dispon�
veis em cada ���
� deve�se aumentar a qualidade das observa�c�oes�

n�ao no sentido de tornar cada observa�c�ao mais ��avel �menos ruidosa
� mas no sen�

tido de aproveitar �bem� as observa�c�oes mais ��aveis� Por isso� uma pe�ca fundamen�

tal no m�etodo� e que propomos estudar no Ap�endice A� �e a t�ecnica de estima�c�ao�

conclui�se a�
 que a t�ecnica dos �m�
nimos quadrados� aplicada �a estima�c�ao de � em

���	�
 n�ao �e a t�ecnica de estima�c�ao mais adequada� este facto� leva�nos ao estudo

de t�ecnicas de estima�c�ao robusta �Rousseeuw and Leroy� 	����� que servem muito

melhor os nossos objectivos� A discuss�ao deste tema �e remetido para o Ap�endice A�

dedicado �as t�ecnicas de estima�c�ao�

� �E a complexidade do algoritmo um entrave �a estima�c�ao dos par�ametros desejados$

Na pr�atica� procurar uma solu�c�ao em toda a gama de vectores � �que teoricamente

�e in�nita
 �e um processo extremamente exigente �ou� no limite� irrealista
 em ter�

mos computacionais� No entanto� muitas das opera�c�oes efectuadas neste processo

s�ao redundantes� ou ent�ao� n�ao contribuem decididamente para a estabilidade da

solu�c�ao� Por conseguinte� talvez seja uma boa op�c�ao restringir criteriosamente o

espa�co das observa�c�oes e �se necess�ario
 das estimativas� o que poder�a implicar uma

diminui�c�ao substancial na complexidade algor�
tmica do m�etodo�
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Assim� iremos dedicar o pr�oximo cap�
tulo a interpretar o espa�co das observa�c�oes e das

estimativas� com o intuito de construir um m�etodo de baixa complexidade que produza

solu�c�oes teoricamente exactas�� a partir de um conjunto restrito de observa�c�oes�

�ou seja� o m�etodo que se pretende desenhar n�ao vai partir de mais pressupostos aproximativos para

al�em dos que foram anunciados�
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�� Subespa�cos de Procura

Assuming that we live in a �nite world and that we have a �nite number of pos�

sibilities for performing computations� any vision problem might be formulated

as a simple search problem in a very high dimensional space�

Fermuller � Aloimonos in �Fermuller and Aloimonos� 	����

No cap�
tulo anterior� debru�c�amo�nos sobre o problema da estima�c�ao dos par�ametros de

movimento a partir da informa�c�ao de �uxo na imagem� Dada a complexidade algor�
tmica

dos m�etodos associados� sentiu�se a necessidade de subdividir o espa�co das observa�c�oes e

das estimativas em subespa�cos mais simples� e de criar um m�etodo de estima�c�ao gradual�

formado por um conjunto de algoritmos que exploram diferentes subespa�cos de procura�

Neste cap�
tulo� iremos derivar alguns subespa�cos de procura com descri�c�oes

geom�etricas muito simples e facilmente parametriz�aveis em coordenadas cartesianas� De

forma a facilitar a aplica�c�ao dos algoritmos de estima�c�ao� observaremos ainda que a con�

cep�c�ao dos respectivos subespa�cos pode ser feita em fun�c�ao das propriedades geom�etricas

do �uxo normal� Finalmente� estaremos na posse das ferramentas necess�arias para de�nir

um conjunto de algoritmos de procura de baixa complexidade e com eles construir um

m�etodo geral de estima�c�ao�

��� De�ni�c�ao de subespa�cos de procura

Recorde�se a de�ni�c�ao do conjunto ���
 " f�x � n�x
 � �x� �
 " �g� Comecemos por

estabelecer duas propriedades dos conjuntos ���
 que ser�ao essenciais para a de�ni�c�ao

�	
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de um algoritmo de estima�c�ao mais simples�

� para dois valores de �� tais que �� �" ��� os conjuntos ����
 e ����
 t�em pontos

comuns na recta que passa por �� e �� �basta observar a de�ni�c�ao de conjunto

���

�

� todos os subconjuntos de ���
 produzem idealmente� para o mesmo estimador de

�� a mesma estimativa ����

Dadas as propriedades acima indicadas� estamos prontos a seleccionar observa�c�oes atrav�es

duma gera�c�ao criteriosa de subconjuntos de ���
�
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Fig� ��	� Exemplo de subespa�cos de procura�

�V�alido para os subconjuntos de ���� com solu�c�ao sobredeterminada� e �aparte um termo devido �as

incertezas e ao ru��do nas observa�c�oes�
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O maior subconjunto de ���
 corresponde aos pontos de �uxo localizados em toda a

imagem� O subespa�co de suporte �e o pr�oprio plano da imagem�

Consideremos agora um subespa�co mais reduzido� por exemplo uma curva arbitr�aria

de�nida no plano da imagem� Note�se que o subconjunto de pontos de ���
 localiza�

dos nesse subespa�co correspondem �as localiza�c�oes nesse subespa�co dos vectores do �uxo

normal perpendiculares �as rectas que radiam do Foco de Expans�ao�

A Figura ��	 permite exempli�car esta situa�c�ao� apresentando dois subespa�cos distin�

tos para dois candidatos a Foco de Expans�ao� Neste exemplo� de�nimos����� S�
 como o

subconjunto correspondente a �� no subespa�co S� e ����� S�
 o subconjunto correspon�

dente a �� no subespa�co S�� Usando os vectores do �uxo normal de ����� S�
 podemos

estimar os par�ametros de rota�c�ao e calcular a vari�ancia associada a essa estimativa� Em

seguida� repetimos o processo para o subconjunto ����� S�
�

O processo de procura pode continuar para outras localiza�c�oes de �i e outras curvas

Si� para os quais se de�nem os correspondentes subconjuntos ���i�Si
� Quando �i cor�

responder �a verdadeira localiza�c�ao do Foco de Expans�ao� ent�ao a vari�ancia da estimativa

calculada para cada subconjunto ser�a m�
nima� Assim� para cada candidato� podemos

escolher um subespa�co arbitr�ario do plano de imagem� ao longo do qual recolhemos as

nossas observa�c�oes� Isto reduzir�a signi�cativamente a complexidade do nosso algoritmo

de procura�

Existe uma ressalva a fazer quanto �a arbitrariedade na escolha dos subespa�cos� De

facto� existem alguns subespa�cos que n�ao nos permitem tirar conclus�oes precisas quanto

�a localiza�c�ao do Foco de Expans�ao� Voltemos ao exemplo anterior� suponha que esco�

lhemos outro subespa�co de selec�c�ao� em vez de optarmos pelas duas curvas desenhadas

na Figura ��	� escolhemos uma recta que intersecte �� e ��� se atendermos �a primeira

propriedade dos conjuntos ���
 apresentada no princ�
pio desta sec�c�ao� concluiremos que

tanto �� como �� �tal como todos os candidatos � contidos nessa recta
 produzem a

mesma vari�ancia na estimativa de ��� Assim� se o subespa�co consistir numa linha recta

S contendo �� ent�ao� a partir da informa�c�ao relativa �a vari�ancia das estimativas para o

�dado que a estima�c�ao �e feita com as mesmas observa�c�oes�
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conjunto das observa�c�oes nos pontos ���� S
� s�o podemos tirar conclus�oes sobre a exis�

t�encia do Foco de Expans�ao nessa recta �n�ao sendo poss�
vel precisar a sua localiza�c�ao

exacta sobre a recta
�

Contudo� encontrar uma recta que contenha o Foco de Expans�ao corresponde a uma

informa�c�ao �util �apesar de parcial
 da estimativa ��� na medida que� com essa informa�c�ao�

podemos reduzir o espa�co de procura de algoritmos subsequentes� Esta propriedade dos

subespa�cos de�nidos por rectas levar�nos��a a uma redu�c�ao importante na complexidade

algor�
tmica do m�etodo de estima�c�ao� nomeadamente no que se refere �a separa�c�ao do

espa�co das estimativas�

Nesta sec�c�ao apresent�amos um caminho na divis�ao do espa�co das observa�c�oes e das

estimativas� de forma a simpli�car o m�etodo de estima�c�ao dos par�ametros de velocidade�

Ficam aqui algumas notas relevantes quanto ao desenho e concep�c�ao de subespa�cos de

procura�

� A fam�
lia de curvas associadas aos subespa�cos S pode ser parametrizada� tornando

o processo algor�
tmico mais e�ciente em termos computacionais�

� Os subespa�cos podem consistir em curvas abertas� rectas� curvas fechadas� ou regi�oes

do plano de imagem�

� O �uxo normal de interesse �e seleccionado durante o pr�oprio processo de procura�

isto �e� para cada par fsubespa�co S� �g� constru�
mos o subconjunto ���� S
 corres�

pondente� Contudo� a possiblidade de detectar as observa�c�oes de interesse a priori

conduz �a redu�c�ao da complexidade do problema� Nesse sentido� seria vantajoso

conjugar as propriedades do �uxo normal com a forma dos subespa�cos gerados�

Na pr�oxima sec�c�ao� apresentam�se alguns crit�erios para a concep�c�ao de subespa�cos� a

partir de caracter�
sticas geom�etricas do �uxo normal�
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��� Propriedades geom�etricas do �uxo normal

Nesta sec�c�ao� analisaremos propriedades geom�etricas de dois subconjuntos do �uxo nor�

mal�

� o �uxo normal radial� de�nido como o �uxo normal colinear com as rectas que

radiam da origem do plano de imagem�

� o �uxo normal circular� de�nido como o �uxo normal perpendicular �as rectas que

radiam da origem do plano de imagem�

�E claro que existem outros tipos de �uxo� tantos quantas as de�ni�c�oes que queiramos

formular� Em �Fermuller� 	���a�� pode�se encontrar um estudo alargado sobre as pro�

priedades do �uxo normal de�nido para as rectas que radiam de um ponto gen�erico da

imagem� Contudo� existem duas boas raz�oes para considerar os dois tipos de �uxo normal

anunciados acima�

� os subespa�cos subjacentes s�ao muito mais simples de parametrizar �como iremos ver

nesta sec�c�ao
�

� as propriedades geom�etricas do �uxo normal radial e circular permitem desacoplar

facilmente a estima�c�ao dos par�ametros de velocidade da c�amara �o que implica que

o c�alculo desses par�ametros pode ser feito separadamente
�

����� Fluxo normal radial

O �uxo normal radial �e o conjunto dos vectores de �uxo normal com direc�c�ao radial� nr�

Consideremos o subconjunto dos vectores do �uxo normal radial tal que�

nr � �x��
 " � ���	


Observando a equa�c�ao ���	�
� conclui�se que� para este subconjunto� o �uxo normal n�ao

depende da componente translacional do movimento da c�amara� �E poss�
vel determinar
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os pontos onde se localizam os vectores do �uxo normal radial que obedecem �a restri�c�ao

���	
� reescrevendo a equa�c�ao ���	
 em coordenadas polares �x " r cos�� y " r sin�
 �

�cos�� sin�
 � �r cos� � �� r sin� � �
 " �

� r " ��� �
 � �cos�� sin�
 ����


Recorde�se que � " ��� �
� Assim� os pontos desejados descrevem uma circunfer�encia�

denominada circunfer�encia
�� de�nida exactamente pela origem e pelo Foco de Ex�

pans�ao� �� localizados em pontos diametralmente opostos da circunfer�encia� como se

ilustra na Figura ���a� A circunfer�encia
� corresponde �a localiza�c�ao geom�etrica

onde o �uxo normal radial n�ao tem componente translacional �s�o depende da

rota�c�ao�� A componente rotacional do �uxo normal radial �e dada por vr� em que

vr " nr � B�x
� ����


pode ser representada com as coordenadas polares do ponto x�

vr "

�
r�

f
# f

�
���� ��
 � �sin��� cos�
 ����


A componente rotational do �uxo normal radial tem um comportamento sinusoidal em

� para um raio �xo� r� e anula�se numa recta �Figura ���a
 que passa pela origem e pelo

ponto de�nido por


f ��
��
� f ��

��

�
�denominado Foco de Rota�c�ao por analogia ao Foco de

Expans�ao� Focus of Rotation na nomenclatura inglesa ! habitualmente designado pela

sigla FOR
�

����� Fluxo normal circular

Podemos analisar da mesma forma o �uxo normal circular� de�nido como o conjunto de

vectores de �uxo normal com direc�c�ao nc� perpendicular �as rectas radiais� Consideremos

o subconjunto de �uxo normal circular que veri�ca

nc � �x� �
 " � ����
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O �uxo normal circular pertencente a este subconjunto �e perpendicular �as rectas que

passam pelo Foco de Expans�ao� ou seja� n�ao depende da transla�c�ao da c�amara �ver

Figura ���b
� Usando novamente coordenadas polares� temos�

��� �
 � �sin��� cos�
 " � ����


Isto signi�ca que o �uxo normal circular que n�ao depende do movimento de transla�c�ao

est�a sobre uma determinada recta� a recta
�� de�nida pelo Foco de Expans�ao e pela

origem da imagem� A componente rotacional do �uxo normal circular �e dada por�

vr " f���� ��
 � �cos�� sin�
� ��r ����


A componente� vr� �e a�m em r ao longo de todas as rectas contendo a origem �Figura

���b
� Estas rectas de�nem subespa�cos cuja componente de rota�c�ao do �uxo normal

circular �e a�m� Em particular� o subespa�co correspondente �a recta
� de	ne um

subespa�co onde se anula a componente de transla�c�ao� Considerando �� �" �� vr

anula�se quando

r " �	�� 	�
 � �cos�� sin�
� ����


onde �	�� 	�
 s�ao as coordenadas do Foco de Rota�c�ao� Logo� a componente rotacional do

�uxo normal circular anula�se numa circunfer�encia cujos Foco de Rota�c�ao e a origem da

imagem est�ao em pontos diametralmente opostos�

Comparando a equa�c�ao ����
 com ����
 e a equa�c�ao ����
 com ����
� conclu�
mos que

as propriedades geom�etricas encontradas para o �uxo normal circular e radial s�ao duais�

como ilustra a Figura ���� Resumindo� a componente de transla�c�ao do �uxo normal

radial  circular anulam�se nos subespa�cos correspondentes �a circunfer�encia�� e �a recta�

�� respectivamente� Por outro lado� a componente de rota�c�ao �e sinusoidal em � �para um

r �xo
 ou a�m em r �para um � �xo
� respectivamente no �uxo normal radial e circular�

��� Parametriza�c�ao dos subespa�cos de procura

Na sec�c�ao anterior� de�nimos alguns subespa�cos de interesse� que tinham em conta deter�

minadas propriedades do �uxo normal� Nesta sec�c�ao� vamos estabelecer uma metodologia
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Fig� ���� Propriedades geom�etricas do �uxo normal �a
 radial e �b
 circular�
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para os parametrizar no espa�co cartesiano�

Seja

F �x� k
 " � ����


a equa�c�ao duma variedade no espa�co cartesiano parametrizada pelo par�ametro k� Apre�

sentaremos de seguida o exemplo de � fam�
lias de subespa�cos e respectiva parametriza�c�ao�

� Rectas paralelas �Figura ���a
� F��x� k
 " A�x#B�y # k� onde k�A�� B�
k " 	�

� Rectas radiais �Figura ���b
� Fr�x� k
 " x sin k # y cos k

� Circunfer�encias tangenciais �Figura ���c
� Fc�x� k
 " x� # y� � k�x cos � #

y sin�
�

Nota� a fun�c�ao Fc depende duma restri�c�ao em �� de�nida por� ��� �
 �
�� sin�� cos �
 " �� Como se observa na �gura� Fc " � de�ne um conjunto de

circunfer�encias tangenciais no centro da imagem� cujo di�ametro de comprimento k

�e medido sobre a recta�� de�nida na Sec�c�ao ������ A circunfer�encia que cont�em o

Foco de Expans�ao corresponde �a circunfer�encia���

x

y

x

y

Ψ

y

x

FOE

recta-

circunferencia- Γ

�a
 �b
 �c


Fig� ���� a
 Rectas paralelas descritas por F��x� k
� b
 Rectas radiais descritas por

Fr�x� k
� c
 Circunfer�encias tangenciais descritas por Fc�x� k
�

Estas tr�es fam�
lias de subespa�cos est�ao bem de�nidas e s�ao facilmente parametriz�aveis�

Por um lado� a fam�
lia das rectas paralelas corresponde �a parametriza�c�ao mais simples
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de uma fam�
lia de subespa�cos em coordenadas cartesianas� Por outro lado� as fam�
lias

das rectas radiais e das circunfer�encias tangenciais t�em uma constru�c�ao mais complexa�

claramente motivada pelas propriedades geom�etricas extra�
das do �uxo normal radial e

circular��

��	 S��ntese

Neste cap�
tulo� deriv�amos dois subespa�cos a partir de dois tipos de �uxo normal� o �uxo

normal radial e circular� Por um lado� estes subespa�cos t�em uma descri�c�ao geom�etrica

muito simples� que podem ser facilmente parametriz�aveis� Por outro lado� o �uxo normal

radial e circular s�ao detect�aveis a priori de forma trivial no conjunto do �uxo normal da

imagem�

Neste momento� parece sugerida uma via no sentido da simpli�ca�c�ao do m�etodo de

estima�c�ao com restri�c�ao do �uxo normal�

� subdivide�se o espa�co das observa�c�oes em subespa�cos mais simples�

� consequentemente� para cada par fsubespa�co��g� calcula�se uma estimativa da

rota�c�ao ��

No entanto� ainda n�ao �e claro como se deve proceder a procura do Foco de Expans�ao� de

forma a minimizar a vari�ancia da estimativa de �� Procuraremos uma resposta para esta

quest�ao no pr�oximo cap�
tulo� desenvolvendo um conjunto paradigm�atico de algoritmos de

procura� baseados nos subespa�cos de procura das rectas paralelas� das rectas radiais e das

circunfer�encias tangenciais�

�Sugere�se a compara�c�ao entre as Figuras ���b� ���c e a Figura ����
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Velocidade da C	amara

Em geral� os m�etodos de estima�c�ao apresentados no Cap�
tulo � envolvem algoritmos de

procura computacionalmente pesados� No sentido de reduzir a complexidade desses algo�

ritmos� subdividimos o problema usando subespa�cos de procura� Neste cap�
tulo� apresen�

tamos exemplos de estimadores baseados nas propriedades geom�etricas do �uxo normal�

Inicialmente� abordam�se alguns aspectos quanto �as fun�c�oes de medida dos res�
duos� Em

seguida� os subespa�cos de procura� apresentados no cap�
tulo anterior� levar�nos��ao �a con�

cep�c�ao de um conjunto de algoritmos de procura de baixa complexidade� Finalmente�

teremos oportunidade de apresentar algumas estrat�egias de estima�c�ao quer sequenciais

quer paralelas�

	�� Fun�c�ao de medida dos res��duos

�A opera�c�ao de estima�c�ao est�a inevitavelmente associada a minimiza�c�ao da medida de um

dado conjunto de res�
duos� De�ne�se res�
duo R�xi
 no ponto xi como a diferen�ca entre o

resultado duma observa�c�ao e a respectiva estimativa �neste caso espec�
�co� entre o �uxo

normal observado e o �uxo calculado para as estimativas dos par�ametros de movimento
�

A medida do conjunto de res�
duos pode ser traduzida pela express�ao ML�R�xi
jU
� que

signi�ca a medida dos res�
duos� calculados nos pontos xi ao longo do dom�
nio U� A

medida�M� est�a associada a uma m�etrica gen�erica� L� que pode consistir na m�edia dos

quadrados� na m�edia pesada dos quadrados� na mediana dos quadrados� ou outra�

�	
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Apresentamos aqui um exemplo de aplica�c�ao desta nota�c�ao no m�etodo de estima�c�ao

com restri�c�ao do �uxo normal�

A fun�c�ao de�nida em ���	�
 �e uma medida dos res�
duosR�xi
 " vn�xi
�nt�xi
B�xi
�

para o conjunto dos pontos xi � ���
� Recorde�se que vn�xi
 corresponde �a observa�c�ao

da magnitude do vector de �uxo normal no ponto xi� Assim� a estimativa �� �e calculada

a partir do seguinte estimador�

�� " arg
�
min
�
fMSQ �R�xi
j���

g

�
���	


onde a m�etrica SQ corresponde ao somat�orio do quadrado dos res�
duos R�xi
� Este

estimador �e naturalmente equivalente ao estimador dos m�
nimos quadrados aplicado aos

res�
duos calculados para o conjunto ���
�

A de�ni�c�ao de uma m�etrica para a medida dos res�
duos �e fundamental na estima�c�ao de

par�ametros� e depende da interpreta�c�ao da distribui�c�ao estat�
stica das observa�c�oes� Neste

trabalho� usamos uma m�etrica robusta para a fun�c�ao de medida M� em grande parte

inspirada no trabalho de Rousseeuw �Rousseeuw and Leroy� 	����� O estimador robusto

que propomos nesta tese baseia�se num estimador n�ao iterativo para regress�ao simples

e inclui mecanismos de detec�c�ao e rejei�c�ao de outliers� Apresenta�se no Ap�endice A um

estudo alargado sobre as ferramentas de estima�c�ao utilizadas�

	�� Algoritmos de Procura

Nesta sec�c�ao� propomos estudar um conjunto restrito de algoritmos de procura de com�

plexidade reduzida� fazendo uso dos subespa�cos estudados no cap�
tulo anterior� Cada

algoritmo explora um dado subespa�co� para um subconjunto espec�
�co de observa�c�oes� e

estima uma determinada restri�c�ao �ou restri�c�oes
 de�nida no espa�co das estimativas�

	���� O algoritmo de procura da recta
�

Muitas das express�oes usadas neste cap�
tulo s�ao similares �as express�oes de�nidas para

o �uxo normal radial e circular� A sua reformula�c�ao serve essencialmente os prop�ositos
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algor�
tmicos� pelo que n�ao repetiremos as propriedades que lhes est�ao associadas�

Recordemos ent�ao a no�c�ao de �uxo normal circular descrita na Sec�c�ao ������ de�nido

para as rectas radiais com orienta�c�ao � �

��x� y
 � �x� y
 " r�cos�� sin�
�

U��r
 " nc � v " �u� v
 � �� sin�� cos�
� ����


onde r e � representam as coordenadas polares de �x� y
� Usando as express�oes que

relacionam o �uxo �optico com o movimento� temos�

��x� y
 � �x� y
 " r�cos�� sin�


U��r
 " ���x� y
��� �
 � �� sin�� cos�
 # f��� cos� # �� sin�
� ��r ����


Na Sec�c�ao ����� introduzimos a recta��� de�nida pela origem da imagem e pelo Foco de

Expans�ao� fazendo um �angulo � com o eixo horizontal� O �uxo normal circular� U�� �e

composto por um termo rotacional a�m em r� e um termo translacional que� geralmente�

�e n�ao�linear em r�� Contudo� esta componente n�ao�linear anula�se quando � �e o �angulo

associado �a recta�� �i�e� � " �
� ou quando o Foco de Expans�ao est�a localizado no centro

da imagem�

Seja U�� a fun�c�ao U� de�nida em � " �� a�m em r� e dada por�

��x� y
 � �x� y
 " r�cos �� sin�
�

U��r
 " f��� cos � # �� sin�
� ��r� ����


O algoritmo proposto consiste basicamente em procurar uma recta radial �k� tal que

�Pode�se provar que existem algumas superf��cies para as quais este termo �e a
m em r� Ver Ap�endice

B�
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U�k �r
 seja a�m em r� ou seja� detectar a recta radial que minimiza� M�

min
�k

�
min
p� ��

n
M



vn � �p � ��r
j�k

�o�
����


onde p " f��� cos� # �� sin�
�

A tarefa de procura �e feita ao longo da fam�
lia de rectas radiais de�nidas por Fr�x� k
 "

x sin k # y cos k " �� Para cada recta �k� s�ao necess�arias pelo menos � observa�c�oes para

obter uma estimativa de p e ���

A Figura ��	 ilustra o algoritmo apresentado� para uma gama de rectas radiais � �
��
��� 
���� A vari�ancia m�
nima do res�
duo d�a a indica�c�ao da direc�c�ao exacta do Foco

de Expans�ao� A Figura ��	 mostra ainda a recta��� as observa�c�oes usadas pelo algoritmo

�os vectores de �uxo normal perpendiculares �a recta
� e o comportamento a�m da fun�c�ao

U��r
� medida sobre a recta��� Assim que a recta�� �e detectada� �� �e dado pelo declive
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Fig� ��	� �A esquerda� vari�ancia dos res�
duos para cada direc�c�ao �� No centro� a recta��

que cont�em o Foco de Expans�ao� �A direita� comportamento linear de U��r
 associado �a

recta���

da fun�c�ao U��r
� Por outro lado� o valor de U���
 �e uma combina�c�ao linear de �� e ���

e corresponde �a projec�c�ao de ���� ��
 sobre a recta�� �ver equa�c�ao ����
 
�

�Por raz�oes de simpli
ca�c�ao de nota�c�ao faz�se

M
�
vn � �p� ��r�j���� �k�

�
� M

�
vn � �p� ��r�j�

k
�
�

Note�se que � est�a de
nido sobre a recta radial� logo a localiza�c�ao de � nessa recta n�ao in�uencia o

processo de minimiza�c�ao� Em consequ�encia disso� a indica�c�ao da recta �k �e su
ciente para a completa

caracteriza�c�ao da fun�c�ao de medida que se pretende minimizar�
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�E importante sublinhar que este algoritmo usa um conjunto limitado das observa�c�oes

�o �uxo normal circular
 e estima apenas um subespa�co das estimativas�

� uma restri�c�ao em � �a direc�c�ao do vector ��� �

�

� duas restri�c�oes em � ��� e a projec�c�ao de ���� ��
 sobre a recta �
�

	���� O algoritmo de procura da recta
�

O algoritmo de procura da recta�� usa o subespa�co de�nido pelas rectas paralelas e pode

ser sintetizado em quatro passos �

�i
 Consideremos a fam�
lia das rectas paralelas �k� descritas pela equa�c�ao F��x� k
 " ��

Por de�ni�c�ao� a recta�� �e a recta paralela que cont�em o Foco de Expans�ao�

�ii
 Consideremos o subconjunto do �uxo normal perpendicular �as rectas �k� Note�se

que� para a recta��� os vectores deste subconjunto dependem exclusivamente do

movimento de rota�c�ao da c�amara�

�iii
 Para os vectores seleccionados em �ii
� aplica�se o seguinte estimador de ��

�� " arg
�
min
�

n
M



vn � nt�B�
j�k

�o�
����


Se a direc�c�ao de�nida pelas rectas � n�ao for colinear com a recta��� podemos intro�

duzir no estimador a informa�c�ao de velocidade proveniente do algoritmo de procura

da recta���

�iv
 A recta�� �e aquela que minimiza a medidaM dos res�
duos�

Note�se que� no caso de se aplicar a priori o algoritmo de procura da recta��� a posi�c�ao

do Foco de Expans�ao corresponde �a intersec�c�ao das rectas � e � �naturalmente� isto s�o �e

v�alido se estas duas rectas n�ao forem colineares
�

A Figura ��� mostra o subconjunto do �uxo normal cuja direc�c�ao �e perpendicular a

�� mostra igualmente a sequ�encia de rectas paralelas com orienta�c�ao ��
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ψ

(σ,η)

Φ

Fig� ���� �A esquerda� vectores de �uxo normal perpendiculares a uma dada recta selec�

cionada� �� �A direita� sequ�encia de rectas usadas para estimar o movimento da c�amara�

	���� O algoritmo de procura da circunfer�encia
�

O algoritmo que iremos apresentar� ao contr�ario dos anteriores� est�a dependente de al�

gum conhecimento pr�evio quanto aos par�ametros de velocidade� Este algoritmo serve

essencialmente para complementar informa�c�ao conseguida ap�os a aplica�c�ao do algoritmo

de procura da recta��� Sendo assim� sup�oe�se que �e conhecida a recta radial � onde se

localiza o Foco de Expans�ao�

Consideremos o �uxo normal radial� V��r
� calculado da seguinte forma�

��x� y
 � �x� y
 " r�cos�� sin�


V��r
 " nr � v

" ��x� y
�r � ��� �
 � �cos�� sin�


 �z �
componente translacional

#

�
r�

f
# f

�
��� sin� � �� cos�

 �z �

componente rotacional

����


Na Sec�c�ao ����	� observ�amos que a componente translacional de V� anula�se no subespa�co

correspondente �a circunfer�encia��� Dado o conhecimento da recta �� de�ne�se a fam�
lia

de circunfer�encias tangenciais �k que cont�em a origem da imagem e t�em di�ametro k�

descritas pela equa�c�ao Fc�x� k
 " � ! ver Figura ���� Suponha que ����
 �e calculado

para cada elemento da fam�
lia das circunfer�encias �k� Se dividirmos ambos os termos da
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Γ

r
FOE

y

x

r

circunferencia-

y

Ψ

x

FOE

circunferencia- Γ

recta-

Fig� ���� �A esquerda� �uxo normal radial na circunfer�encia��� �A direita� sequ�encia de

circunfer�encias �k�

equa�c�ao por r�

f
# f � obtemos�

��x� y
 � �x� y
 � �k�

T k��
 "
V��r

r�

f
# f

" ��x� y

r � ��� �
 � �cos�� sin�


r�

f
# f

# �� sin� � �� cos�� ����


onde r �e fun�c�ao de k e �� de forma a garantir que T k��
 �e calculado ao longo da circun�

fer�encia �k�

A express�ao ����
 mostra que se ��k corresponde �a circunfer�encia��� ent�ao T k��
 �e

sinusoidal em �� O algoritmo que propomos aqui baseia�se exactamente nesta propriedade

e consiste em procurar a circunfer�encia �k que torna T k��
 sinusoidal em �� Para estimar

os par�ametros da sinus�oide precisamos de pelo menos tr�es pontos por cada subespa�co �k�

Assim sendo� a circunfer�encia�� minimiza o seguinte crit�erio�

min
�����

��
	M

�
� vn

r�

f
# f

� ��� sin� � �� cos�
j�k
�
A
��
� ����


Este algoritmo usa exclusivamente o �uxo normal radial� necessita do conhecimento pr�evio

da recta � e estima os valores individuais de �� e ��� para al�em da localiza�c�ao exacta do

Foco de Expans�ao�
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	���	 Algoritmo baseado em histogramas

Recordemos uma vez mais o m�etodo exposto no Cap�
tulo � para estima�c�ao de par�ametros

de velocidade dada a restri�c�ao do �uxo normal e que se baseia em duas ideias fundamen�

tais�

� ao conjunto � do �uxo normal de�nido para cada �i associa�se uma vari�ancia para

a estimativa ���

� o valor exacto de � corresponde �a menor vari�ancia da estimativa ���

O m�etodo de procura �e complexo e computacionalmente pesado�

Nesta sec�c�ao� iremos analisar o problema da procura inerente ao m�etodo� segundo uma

abordagem alternativa baseada nas ferramentas da estima�c�ao estat�
stica� Como vimos�

existe um conjunto de pontos na imagem para os quais o �uxo normal tem componente

translacional nula� A esse conjunto cham�amos ���
� Em N pontos da imagem� o valor

exacto de � �e solu�c�ao para um conjunto restrito P de equa�c�oes �com P � N
 do sistema

seguinte� �
������
nt�v�
���

ntNvN

�
������ "

�
������
nt�B�x�


���

ntNB�xN


�
������� ���	�


Cada equa�c�ao do sistema s�o �e v�alida se� nesse ponto� o �uxo tem parte translacional

nula� ou� equivalentemente� o �uxo s�o depende da rota�c�ao da c�amara� Os pontos com

estas caracter�
sticas s�ao os pontos do conjunto ���
� Coloquemos a hip�otese de que

todos os N pontos da imagem pertencem a ���
� ou� equivalentemente� que em todos os

pontos a componente translacional do �uxo �e nula� Claro que esta hip�otese n�ao �e v�alida

para todos os pontos da imagem� Logo� para alguns pontos� a aplica�c�ao directa das

equa�c�oes ���	�
 na estima�c�ao de � resulta em estimativas erradas� No entanto� podemos

esperar o seguinte� o maior conjunto de pontos da imagem que veri	ca a equa�c�ao

������ do sistema para um �unico ��� corresponde ao conjunto dos pontos cuja

componente translacional do �uxo �e nula� Este resultado n�ao �e demonstrado� pelo

que �e apresentado como resultado emp�
rico�
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A detec�c�ao dos pontos que observam a hip�otese pode ser feito atrav�es da aplica�c�ao

da Transformada de Hough �Ballard and Brown� 	����� Para cada equa�c�ao do sistema

���	�
 constru�
mos o subespa�co das estimativas ��� Estas estimativas s�ao introduzidas

num acumulador de �� A Transformada de Hough conduz�nos �a selec�c�ao das solu�c�oes

mais �votadas� nesse acumulador� No entanto� este algoritmo implica a cria�c�ao de um

acumulador� que corresponde ao espa�co das estimativas �� Isto signi�ca duas coisas�

� o espa�co das estimativas tem que ser discretizado e de dimens�ao �nita� para que a

Transformada de Hough seja computacionalmente vi�avel�

� o acumulador de � �e tridimensional�

As caracter�
sticas do acumulador di�cultam a concretiza�c�ao algor�
timica desta abor�

dagem� Contudo� o algoritmo pode ser substancialmente simpli�cado se inserirmos algu�

mas condi�c�oes a priori� �E com este pressuposto que iremos formular o pr�oximo algoritmo

de estima�c�ao�

Sup�oe�se ent�ao que foi aplicado o algoritmo de procura da recta �� que determina

duas restri�c�oes em � e uma restri�c�ao em �� Os par�ametros de velocidade podem ser

completamente estimados para cada ponto que veri�que�

���
�	
n�xi
 � �xi ��
 " �

xi �� recta��
���		


Como vimos� o �uxo normal nestes pontos s�o depende da rota�c�ao da c�amara e veri�ca a

seguinte equa�c�ao�

vn�xi
 " n�xi
 � B�xi
� ���	�


Assim� para cada ponto da imagem xi� podemos estimar os valores de ��i and ��i usando

a equa�c�ao ���	�
 e as duas restri�c�oes conhecidas de �� Dado que� s�o os pontos que

obedecem �a restri�c�ao ���		
 poder�ao veri�car ���	�
� espera�se que as estimativas de ��i

e ��i incidir�ao numa larga gama de valores� concentrando�se especialmente em torno dos

valores correctos de �� e ���



�� �� ESTIMA�C�AO DOS PAR�AMETROS DE VELOCIDADE DA C�AMARA

Deste modo� podemos calcular os valores de ���i� ��i
 para todos os N pontos� de�

terminar os histogramas respectivos e seleccionar os valores mais �votados� �ou seja� a

moda� de ���i� ��i

� Para os pontos da imagem associados aos ���i� ��i
 mais �votados��

as rectas perpendiculares a n�xi
 dever�ao intersectar a recta�� no Foco de Expans�ao�

Observa�se que� determinar a moda de ��i e ��i �e equivalente a estimar os valores de

���� ��
 que minimizam a moda dos respectivos res�
duos quadr�aticos �calculados a partir

das restri�c�oes conhecidas do algoritmo de procura da recta��
� O problema pode ser

formulado como se segue�

min
��

n
Mmoda



vn � ntB�jI

�o
���	�


min
��

n
Mmoda



vn � ntB�jI

�o
���	�


onde I �e o conjunto dos pontos da imagem�

Conclui�se assim que o algoritmo proposto calcula completamente os par�ametros de ve�

locidade da c�amara� Observa�se que essa estima�c�ao n�ao se faz atrav�es da escolha expl�
cita

de subespa�cos da imagem onde o �uxo normal possui determinadas propriedades� mas

sim atrav�es da concep�c�ao duma m�etrica espec�
�ca da fun�c�ao de medida M�

Relativamente a este m�etodo� �e de sublinhar que�

� a m�etrica usada �a moda
 implica a escolha impl�
cita do subconjunto ���
 e �e

aplicada a todos os pontos da imagem�

� o algoritmo desenvolvido tem como pressuposto a aplica�c�ao pr�evia do algoritmo de

procura da recta�� ! no entanto� esta restri�c�ao existe apenas por raz�oes computa�

cionais�

	�� Algoritmos de Procura Sequencial e Paralela

Neste momento� dispomos de um conjunto de algoritmos de reduzida complexidade que

permitem estimar par�ametros de velocidade da c�amara� e que podem ser organizados

�nesta tese� aplicamos o operador estat��stico moda a um espa�co discreto e 
nito de valores reais�

resultado de uma quanti
ca�c�ao do espa�co real cont��nuo�
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de forma a recuperar completamente o movimento� Como vimos anteriormente� existem

algoritmos que necessitam de informa�c�ao de velocidade a priori� outros n�ao necessitam

dessa informa�c�ao� Este facto sugere uma organiza�c�ao dos algoritmos globais de estima�c�ao

que pode ser paralela ou sequencial�

A primeira abordagem consiste numa disposi�c�ao paralela dos algoritmos de procura

da recta��� O dom�
nio de procura deste algoritmo �e descrito pela equa�c�ao F��x� k
 " �

�rectas paralelas
 ! ilustrado na Figura ���a� Cada algoritmo de procura minimiza a

medida dos res�
duos para uma determinada fam�
lia de rectas paralelas associada a uma

dada direc�c�ao�

F��x� k
	 �k� �min�k
�

n
min�M�Rj�k�


o
����

F��x� k
	 �k� �min�k
�

n
min�M�Rj�k�


o
����

���

Fn�x� k
	 �kn �min�kn

n
min�M�Rj�kn


o
���n

A intersec�c�ao das rectas
n
���� ���� � � � � ��n

o
corresponde �a localiza�c�ao do Foco de Ex�

pans�ao��

Cada algoritmo paralelo calcula uma estimativa para a componente de rota�c�ao da

c�amara� A estimativa global de � �e calculada segundo uma m�edia pesada dessas estima�

tivas �os pesos podem ser atribu�
dos com base nas vari�ancias das estimativas resultantes

de cada algoritmo
�

Poderemos transformar a estrutura paralela numa estrutura sequencial� se a in�

forma�c�ao de um algoritmo for utilizada por outro consequente� Assim� a segunda abor�

dagem consiste num algoritmo sequencial descrito em dois passos�

Primeiro Passo� O algoritmo de procura da recta
� determina a direc�c�ao do Foco

�Para aumentar a robustez do algoritmo� pode�se construir um acumulador com a dimens�ao da imagem�

similar ao usado na Transformada de Hough� A recta�� encontrada por cada algoritmo �e adicionada no

acumulador e o ponto que maximiza esse acumulador corresponde ao Foco de Expans�ao�
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de Expans�ao� calcula �� e uma restri�c�ao em �� e ���

Fr�x� k
	 �k � min�k

n
min�M�Rj�k


o
� ��

Segundo Passo� O segundo passo do algoritmo sequencial usa os resultados do algo�

ritmo anterior e estima os restantes par�ametros de velocidade� Apresent�amos tr�es

algoritmos que completam o processo de estima�c�ao�

	� O algoritmo de procura da recta
� selecciona a recta �a recta��
 que

cont�em o Foco de Expans�ao� numa fam�
lia de rectas paralelas com direc�c�ao

n�ao colinear com a recta���

�� � F��x� k
	 �k� � min�k
�

n
min�M�Rj�k�


o
����

�� O algoritmo de procura da circunfer�encia
� usa a direc�c�ao conhecida da

recta���

�� � Fc�x� k
	 �k �min	k
n
min�M�Rj�k


o
���

�� O algoritmo baseado em histogramas �e aplicado em todos os pontos da

imagem I�

��min�Mmoda�RjI
�
��� ��

Neste cap�
tulo apresent�amos um conjunto de algoritmos de estima�c�ao que assentam

em dois conceitos fundamentais�

� a subdivis�ao do espa�co das observa�c�oes e das estimativas reduz a complexidade

algor�
tmica do m�etodo de estima�c�ao apresentado em ���	�
�

� a robustez do algoritmo s�o �e poss�
vel se impusermos crit�erios rigorosos na m�etrica

das fun�c�oes de medida residual M� Este ponto �e desenvolvido no Ap�endice A�



���� ALGORITMOS DE PROCURA SEQUENCIAL E PARALELA ��

Propomos� de seguida� apresentar um conjunto de resultados experimentais� obtidos

com imagens sint�eticas e reais� para v�arios tipos de movimento de transla�c�ao e rota�c�ao�
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� Resultados Experimentais

Neste cap�
tulo� testamos o m�etodo de estima�c�ao com restri�c�ao do �uxo normal com um

conjunto de sequ�encias de imagens de natureza real ou sint�etica� As sequ�encias de imagens

foram escolhidas no sentido de ilustrar as caracter�
sticas de cada algoritmo de procura

proposto nesta tese� e correspondem a diferentes movimentos de c�amara� Come�ca�se por

apresentar cada uma dessas sequ�encias�


�� As sequ�encias de imagens

As sequ�encias de imagens foram numeradas de 	 a � e t�em as caracter�
sticas apresentadas

na Tabela ��	� Todas as imagens s�ao pr�e��ltradas com um �ltro gaussiano passa�baixo

Sequ�encia Dimens�ao �pixel
 Dist� focal�pixel
 Movimento Obs�

	 ��� � ��� ��� Linear e Angular Sint�etica

� ��� � ��� ��� Linear e Angular Sint�etica

� ��� � ��� ��� Linear Real

� ��� � ��� ��� Linear e Angular Real

Tabela ��	� Sequ�encias de imagens�

�m�ascara �� �� desvio padr�ao� 	��
� As derivadas temporal e espacial� necess�arias para o

c�alculo do �uxo� s�ao obtidas aplicando uma m�ascara de deriva�c�ao de � pontos�

�	 � � � � � 	��	��

��



�� 	� RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nas imagens sint�eticas� a localiza�c�ao do Foco de Expans�ao �e determinada a partir do

conhecimento dos par�ametros de velocidade da c�amara� Nas imagens reais� o Foco de

Expans�ao �e medido usando pontos caracter�
sticos da cena� e �e indicado nas �guras pela

sigla FOE�

Sequ�encia �� Movimento linear ao longo do eixo Z e rota�c�ao em

torno de Z

Nesta sequ�encia de imagens sint�eticas� a c�amara move�se ao longo do eixo �optico e sofre

uma rota�c�ao constante em torno desse eixo de 	o imagem� A Figura ��	 ilustra a sequ�encia

de imagens obtida�

Fig� ��	� Sequ�encia 	� com rota�c�ao em torno do eixo �optico�

Sequ�encia �� Movimento linear e angular

Na segunda experi�encia� o movimento �e mais complexo� dado que a c�amara sofre uma

rota�c�ao em torno do eixo Y de �� " ��������rad imagem ������o imagem
� enquanto

translada numa direc�c�ao constante n�ao colinear com qualquer dos seus eixos� A cena

corresponde a uma superf�
cie planar texturada� como se mostra na Figura ����
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Fig� ���� Sequ�encia �� com movimento de transla�c�ao e rota�c�ao�

Sequ�encia �� Experi�encia real com movimento linear

Nesta experi�encia com imagens reais� a c�amara tem um movimento puramente transla�

cional� como ilustra a Figura ���� O movimento rotacional associado �e aproximadamente

Fig� ���� Sequ�encia � com imagens reais�

nulo�

Sequ�encia 	� Experi�encia real com movimento linear e angular

Na experi�encia �nal� igualmente com imagens reais� a c�amara sofre ummovimento transla�

cional e rotacional ! Figura ���� A rota�c�ao da c�amara em torno do eixo Y �e de

�� " ������ rad imagem �cerca de ���o imagem
� O Foco de Expans�ao e o Foco de

Rota�c�ao �como s�ao de�nidos nesta tese
 est�ao sobre o eixo x do plano de imagem� O

vector de velocidade linear tem componente n�ao nula na direc�c�ao do eixo �optico�
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Fig� ���� Sequ�encia �� com imagens reais�


�� Algoritmo paralelo

Dispomos de um conjunto de algoritmos de procura da recta��� organizados segundo a

forma de um algoritmo paralelo� O algoritmo �e aplicado �a Sequ�encia � e �ca de�nido com

as seguintes leis de minimiza�c�ao�

min
���

n
min�

n
MLS�Rij�k���


oo
min
���

n
min�

n
MLS�Rij�k���


oo
min
���

n
min�

n
MLS�Rij�k���


oo
min
���

n
min�

n
MLS�Rij�k���


oo
min
���

n
min�

n
MLS�Rij�k���


oo
���	


onde cada �
ndice de � representa a direc�c�ao em radianos da fam�
lia de rectas paralelas !

para um �
ndice de ��� radianos� a fam�
lia de rectas �e descrita pela equa�c�ao

F����x� k
 " �x sin ��� # y cos ��� # k�

A m�etrica de M corresponde �a soma do quadrado dos res�
duos �LS
�

A estimativa de cada recta � �e introduzida na Figura ���� sobreposta �a imagem orig�

inal� As estimativas de � s�ao apresentadas na Tabela ���� Conclui�se que a estimativa

do Foco de Expans�ao �pontos da imagem onde as rectas � se intersectam mais vezes


encontra�se pr�oxima da sua localiza�c�ao exacta representada na Figura por um quadrado

preto �FOE
� Escolhendo a estimativa de rota�c�ao da Tabela ��� com menor vari�ancia�

obt�em�se�

�� " ���������� � �����	� � ���������T rad imagem�
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Fig� ���� Algoritmo paralelo aplicado �a Sequ�encia ��

�angulo
� �rad� �� �rad�fr� �� �rad�fr� �� �rad�fr� vari�ancia

��� ��������� ������	� ��������� ���	��

��� �������� ����	��� �������� ������

��� ������	�� �������� ��������� ������

	�� ������	� �������	� �������	� ������

��� ������� ������� �������� ����	�

Tabela ���� Estima�c�ao dos par�ametros de rota�c�ao para um conjunto de cinco algoritmos

paralelos de procura da recta��� usando fam�
lias de rectas�� com diferentes direc�c�oes�



�� 	� RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Observa�se que� por um lado� os par�ametros �� and �� s�ao extremamente baixos�

como era esperado� por outro lado� a estimativa de �� corresponde �a recupera�c�ao do

seu valor verdadeiro �� " ��������rad imagem com um erro relativo de cerca de 	�'�

Veri�ca�se igualmente uma apreci�avel contamina�c�ao de ru�
do no conjunto das estimativas�

essencialmente porque se aplica o estimador LS a um espa�co limitado de observa�c�oes� Este

facto pode ser �minimizado� usando um conjunto mais extenso de algoritmos de procura

�para outras direc�c�oes �
�


�� Primeiro passo duma abordagem sequencial

De forma a realizar o algoritmo sequencial proposto nesta tese� aplica�se a todas sequ�encias

o primeiro passo do algoritmo� o algoritmo de procura da recta
��

Fig� ���� Algoritmo de procura da recta�� aplicado �a Sequ�encia 	�

Na primeira experi�encia� a c�amara move�se ao longo do eixo �optico e sofre uma rota�c�ao

em torno desse eixo de 	o imagem� No caso particular do Foco de Expans�ao se localizar na

origem do plano de imagem� o algoritmo de procura da recta�� �e su�ciente para recuperar

completamente os par�ametros de velocidade da c�amara� De facto� neste caso� todas as

rectas que passam pela origem do plano de imagem veri�cam as propriedades da recta�
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�� ou seja� quando o Foco de Expans�ao corresponde ao centro da imagem� existe uma

in�nidade de rectas���

Por conseguinte� ao aplicar�se o algoritmo proposto� foram detectadas m�ultiplas rectas�

� �isto �e� foram detectadas m�ultiplas rectas radiais com as propriedades da recta��
� o

que permite concluir experimentalmente que o Foco de Expans�ao se encontra na origem

do plano de imagem� A Figura ��� ilustra um conjunto de rectas�� detectadas� Pode�se

mostrar que� se seleccionarmos duas rectas � com direc�c�oes gen�ericas �� e ��� ent�ao

todos os par�ametros de rota�c�ao podem ser explicitamente estimados� usando as seguintes

express�oes�

U��
�r
 " f��� cos�� # �� sin��
� ��r

U��
�r
 " f��� cos �� # �� sin��
� ��r

Nesta experi�encia� a fun�c�ao U��r
 calculada para cada recta � �e uma fun�c�ao a�m com a

seguinte forma�

U��r
 " ����	��r ����


O termo constante �correspondente ao valor �� cos��#�� sin��
 �e� para todas as rectas

seleccionadas� um valor da ordem de 	��� rad imagem� Conclui�se ent�ao que ��� e ��� s�ao

aproximadamente nulos e ��� " 	���o�imagem� o que representa um erro de �'�

Para as restantes sequ�encias� o algoritmo calcula um conjunto de restri�c�oes no espa�co

das estimativas� como se segue�

� O valor exacto do Foco de Expans�ao de cada sequ�encia �e representado na Figura ���

por uma marca quadrada�

� �E aplicado o estimador LTS �descrito no Ap�endice A�	
�

� A Figura ��� apresenta� para cada sequ�encia de imagens� uma estimativa da recta���

� A Figura ��� mostra igualmente as respectivas vari�ancias das estimativas �produzi�

das pelo estimador LTS
 ao longo de cada direc�c�ao �� Note�se que a vari�ancia �e

calculada ap�os a rejei�c�ao dos outliers�
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FOE: ( σ , η )
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Fig� ���� Resultados de estima�c�ao do algoritmo de procura da recta�� aplicados �as

sequ�encias �� � and �� �A esquerda� a recta�� encontrada pelo primeiro passo do algoritmo�

No centro� vari�ancias das estimativas ao longo de cada recta com orienta�c�ao �� �A direita�

�area de baixa vari�ancia �aumentada
 em torno da direc�c�ao do vector do Foco de Expans�ao�
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� Como se observa� as vari�ancias s�ao signi�cativamente baixas em torno da direc�c�ao ��

e formam uma regi�ao angular na qual se espera que se localize o Foco de Expans�ao�

A Tabela ��� mostra os respectivos par�ametros de velocidade estimados atrav�es do algo�

ritmo de procura da recta��� para cada sequ�encia proposta� Conclui�se que as estimativas

rotacionais s�ao pr�oximas dos valores esperados�

Sequ�encia �angulo da recta
� �� cos � # �� sin � ��

� ���	� rad �������	� �����	���


 ������ rad ������	�� �����	��

� ��	�� rad ������� �������		

Tabela ���� Estimativas rotacionais usando o algoritmo de procura da recta��� Todos os

valores de rota�c�ao s�ao em rad�imagem�


�	 Segundo passo do algoritmo sequencial

De forma a completar o processo de estima�c�ao de par�ametros� aplicam�se tr�es algorit�

mos que realizam a segunda parte do algoritmo sequencial de estima�c�ao� o algoritmo de

procura da recta��� o algoritmo de procura da circunfer�encia�� e o algoritmo baseado em

histogramas� A Tabela ��� representa as respectivas estimativas de ���� ��
� Note�se que a

Seq� ���� ��
 Alg� recta
� Alg� da circ�
� Alg� Histogr�

� ����������
 ����������������
 ������������������
 ����������������



 ��� �
 �������	����������
 �����������������
 ��������� �������


� ����������
 ����������������
 ����������������
 ����������������


Tabela ���� Estimativas rotacionais resultantes da segunda parte do algoritmo� Todos os

valores de rota�c�ao s�ao em rad�imagem�

�ou seja� da direc�c�ao da recta radial que atravessa o Foco de Expans�ao
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direc�c�ao do Foco de Expans�ao �a recta��
 e a terceira componente da velocidade angular

�� s�ao conhecidos do primeiro passo do algoritmo �o algoritmo de procura da recta��
�

Ao aplicar o algoritmo de procura da recta��� o Foco de Expans�ao �e dado pela inter�

sec�c�ao da recta�� com a recta��� A estimativa da recta�� para cada sequ�encia de imagens

�e apresentada nas Figuras ���a� ���a� ��	�a�

FOE: ( σ , η )

Φ line

FOE: ( σ , η )

Γ circle

�a
 �b


Fig� ���� Resultados da estima�c�ao atrav�es do �a
 algoritmo de procura da recta�� e do

�b
 o algoritmo de procura da circunfer�encia��� aplicados �a Sequ�encias ��

O algoritmo de procura da circunfer�encia�� estima uma circunfer�encia que intersecta a

recta�� numa localiza�c�ao pr�oxima do ponto exacto do Foco de Expans�ao� como mostram

as Figuras ���b� ���b� ��	�b�

No que se refere �a aplica�c�ao do algoritmo baseado em histogramas� obt�em�se um

conjunto de histogramas para os valores de �� e ��� calculados nos pontos da imagem�

Observa�se na Figura ��		 que o m�aximo de cada histograma est�a bem de�nido e deter�

mina uma estimativa para os valores rotacionais� apresentada na Tabela ���� Os vectores

de �uxo normal que correspondem aos valores ���� ��
 seleccionados �os m�aximos dos

histogramas
 t�em uma direc�c�ao que intersecta a recta�� em diferentes pontos� O n�umero

de intersec�c�oes ao longo da recta�� �e apresentado na Figura ��		� O n�umero m�aximo

de intersec�c�oes �ca pr�oximo da localiza�c�ao real do Foco de Expans�ao� que� na �gura� �e

representada pela sua projec�c�ao radial na recta�� estimada �linha tracejada
�
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Fig� ���� Resultados da estima�c�ao atrav�es do �a
 algoritmo de procura da recta�� e do

�b
 o algoritmo de procura da circunfer�encia��� aplicados �a Sequ�encias ��
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Fig� ��	�� Resultados da estima�c�ao atrav�es do �a
 algoritmo de procura da recta�� e do

�b
 o algoritmo de procura da circunfer�encia��� aplicados �a Sequ�encias ��
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Fig� ��		� Resultados da estima�c�ao do algoritmo baseado em histogramas� aplicado �as

sequ�encias �� � e ��
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�
 C�alculo do tempo de colis�ao

Dispondo do �uxo normal de�nido para cada ponto da imagem e dos par�ametros de

velocidade da c�amara� �e ent�ao poss�
vel recuperar o tempo de colis�ao da c�amara para cada

ponto da imagem� dado pelos par�ametros ��x
 " W�Z�x
� por aplica�c�ao da equa�c�ao ����
�

Note�se que� enquanto os par�ametros de velocidade disp�oem de um conjunto vasto de

observa�c�oes que asseguram a robustez da pr�opria estima�c�ao� o c�alculo de cada par�ametro

��x
 �de�nido em cada ponto da imagem
 disp�oe de uma �unica observa�c�ao� dado que n�ao

se introduzem pressupostos quanto �a forma tridimensional observada�

Assim� a determina�c�ao do par�ametro ��x
 est�a sujeita ao ru�
do existente em cada

observa�c�ao� Por isso� �e conveniente limitar o c�alculo de ��x
 para observa�c�oes bem com�

portadas �ou seja� para observa�c�oes que estejam dentro duma determinada gama de am�

plitudes vectoriais
 em zonas de elevada textura �com m�odulo do gradiente elevado
�

�a
 �b


Fig� ��	�� a
 Cena correspondente �a Sequ�encia �� composta por dois planos de profundi�

dade distintos� b
 Zonas de profundidade dominantes� a zona mais escura corresponde a

uma zona mais pr�oxima do observador� a zona mais clara corresponde a uma zona mais

afastada�

Para ilustrar este procedimento� optou�se por calcular ��x
 para uma sequ�encia muito

simples� com imagens reais� a Sequ�encia �� Esta sequ�encia tem uma caracter�
stica inte�
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Fig� ��	�� Histograma de Z�W para a Sequ�encia ��

ressante que� em rela�c�ao �as restantes sequ�encias� permite ilustrar melhor a reconstru�c�ao

qualitativa do meio� a cena visualizada �e composta por dois planos de profundidade mar�

cadamente distintos �a Figura ��	�a ilustra estas duas zonas� divididas por um tra�co

branco
� Espera�se� assim� que os valores de ��x
 estejam �agrupados� em duas zonas

distintas� correspondentes a duas profundidades dominantes�

Na Figura ��	�� podemos observar o histograma dos par�ametros 	���x
 calculados

para toda a imagem� onde se con�rma a exist�encia dos dois planos de profundidade dom�

inantes� A Figura ��	�b mostra a localiza�c�ao dessas zonas� marcadas com dois n�
veis de

cinzento distintos� Obt�em�se deste modo uma estimativa bastante satisfat�oria da local�

iza�c�ao espacial dos objectos observados ! com clara aplica�c�ao em tarefas de detec�c�ao de

obst�aculos e ou de zonas desobstruidas�


�
 S��ntese

Conclui�se que os tr�es algoritmos recuperam com um baixo n�
vel de erro os par�ametros

de rota�c�ao da c�amara e de localiza�c�ao do Foco de Expans�ao� Observa�se ainda que o erro

de estima�c�ao varia de sequ�encia para sequ�encia e depende do m�etodo de estima�c�ao�
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Como seria de esperar� o desempenho de cada algoritmo depende dos dados oferecidos

pela imagem e dos par�ametros intr�
nsecos associados a cada algoritmo� No Ap�endice B

discute�se algumas altera�c�oes de ordem pr�atica efectuadas nos algoritmos de procura apli�

cados neste cap�
tulo� no sentido de garantir a exist�encia de um n�umero su�cientemente

elevado de observa�c�oes em cada subespa�co de procura �tornando ��avel cada estimativa

realizada em cada subespa�co
� Neste trabalho� uma estimativa s�o �e considerada v�alida�

se o n�umero das respectivas observa�c�oes for superior a um determinado limiar de na�

tureza emp�
rica ! que nos estimadores utilizados foi de 	� observa�c�oes� Nas experi�encias

efectuadas� o n�umero de observa�c�oes por subespa�co de procura varia tipicamente num

intervalo compreendido entre as �� e as �� observa�c�oes�

No �nal deste cap�
tulo� recuper�amos ainda alguns par�ametros associados �a estrutura

do meio� atrav�es do c�alculo de ��x
� que� aparte um termo constante multiplicativo �dado

por W 
� oferece uma estimativa da coordenada Z dos objectos visualizados�
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�� Extens�ao para Imagens

Log�Polares

Em oposi�c�ao �as abordagens dominantes que consideram os aspectos algor�
tmicos de es�

tima�c�ao dissociados da geometria do sensor visual� propomos explorar a rela�c�ao que se

pode estabelecer entre o desenho do sensor e a concep�c�ao do estimador� Iremos mostrar

que pode ser vantajoso abordar o problema de estima�c�ao no plano dos algoritmos e da

especi�ca�c�ao da geometria ligada ao sensor visual�

Neste sentido� tem�se adoptado� nos �ultimos anos� mecanismos de amostragem

da imagem n�ao�uniforme em sistemas de controlo por vis�ao� com inspira�c�ao nos sis�

temas biol�ogicos� Como se sabe� a sua aplica�c�ao tem implica�c�oes fundamentalmente

a n�
vel �	
 da redu�c�ao da complexidade dos algoritmos inerentes ao processamento da

imagem ou ��
 do desempenho de certas tarefas visuais� O m�etodo mais usual de

amostragem n�ao�uniforme �aplicado �a imagem
 corresponde �a transforma�c�ao log�polar

�Wallace et al�� 	���� Weiman� 	���� Griswald et al�� 	���� Tistarelli and Sandini� 	����

Bernardino and Santos�Victor� 	�����

Uma imagem log�polar tem tr�es caracter�
sticas essenciais�

	� possui maior resolu�c�ao na zona central da imagem �e menor resolu�c�ao nas zonas

perif�ericas
�

�� cont�em menor quantidade total de informa�c�ao�

�� a transforma�c�ao que lhe est�a associada �e rotacionalmente sim�etrica�

�	
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Estas tr�es caracter�
sticas t�em uma rela�c�ao directa com as principais raz�oes pelas quais a

transforma�c�ao log�polar �e introduzida nesta tese como extens�ao ao caso cartesiano�

� A representa�c�ao log�polar de uma imagem implica uma redu�c�ao na dimens�ao dos

dados dispon�
veis �ou� equivalentemente� implica menos tempo de c�alculo
�

� A geometria log�polar parece mais adaptada a outras tarefas visuais� apre�

sentamos como exemplo a tarefa de verg�encia para sistemas binoculares em

�Bernardino and Santos�Victor� 	�����

� A sua geometria rotacionalmente sim�etrica oferece condi�c�oes ideias para seleccionar

o �uxo normal circular e radial� ou para efectuar certos algoritmos de procura� tal

como o que se aplica em subespa�cos de procura da recta ��

Neste cap�
tulo� faz�se a extens�ao dos m�etodos de estima�c�ao apresentados em coordenadas

cartesianas para coordenadas log�polares� De�ne�se transforma�c�ao log�polar como a trans�

forma�c�ao conforme do plano cartesiano de�nido pelos eixos �x� y
 para o plano log�polar

de�nido pelos eixos ��� 

� descrita do seguinte modo�

���
�	

� " logl r


 " �
���	


onde l �e o factor logar�
tmico associado �a transforma�c�ao e �x� y
 " r�cos�� sin�
� como �e

usual�

A transforma�c�ao log�polar exibe uma singularidade na origem� que normalmente �e

evitada limitando o dom�
nio da transforma�c�ao a uma coroa circular� Em consequ�encia�

de�ne�se um limite inferior e um limite superior para a coordenada log�polar � �

� � �logl rmin� logl rmax� ����


onde rmax �e determinado pela dimens�ao da imagem e rmin descreve uma vizinhan�ca em

torno da origem para a qual a transforma�c�ao n�ao est�a de�nida� A Figura ��	 mostra o

dom�
nio de transforma�c�ao cartesiano e o plano log�polar correspondente� A Figura ���



��
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log log
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Fig� ��	� Transforma�c�ao log�polar�

Fig� ���� A imagem original cartesiana ��a esquerda
 �e �mapeada� segundo uma repre�

senta�c�ao log�polar �no centro
� �A direita� a imagem �e �remapeada� no plano cartesiano�
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permite ilustrar uma transforma�c�ao log�polar de uma imagem real adquirida em coorde�

nadas cartesianas� Observamos nesta �gura as principais caracter�
sticas da representa�c�ao

log�polar� redu�c�ao da quantidade de informa�c�ao na imagem log�polar� preserva�c�ao da es�

trutura da imagem� menor resolu�c�ao nas �areas perif�ericas� exist�encia de uma singularidade

na origem� e a natureza rotacionalmente sim�etrica da transforma�c�ao�

Em coordenadas log�polares as de�ni�c�oes do �uxo �optico e normal mant�em�se natu�

ralmente� Assim� E��� 

 corresponde ao n�
vel de brilho na imagem� E� e E	 s�ao as

derivadas espaciais do brilho� e a restri�c�ao do �uxo normal �e de�nida pela projec�c�ao do

�uxo �optico v��� 

 sobre o gradiente normalizado n " rE
krEk

� onde Ex e Ey se relacionam

com E� e E	 da seguinte forma�

�����
���	

Ex " �

r
�E�� log l� E	
 � �cos��� sin�


Ey " �

r
�E�� log l� E	
 � �sin�� cos�


����


Comecemos por veri�car que o �uxo normal circular e radial tem uma representa�c�ao

bastante simples em coordenadas log�polares� De facto� observa�se que o �uxo normal ra�

dial tem derivada angular E	 nula� da mesma forma� a derivada radial E� do �uxo normal

circular �e zero� Isto signi�ca que os vectores de �uxo radial e circular t�em respectivamente

uma orienta�c�ao horizontal �ao longo do eixo �
 e vertical �ao longo do eixo 

�

Assim� a representa�c�ao log�polar parece estar bem adaptada �a aplica�c�ao do algoritmo

de procura da recta��� baseado no �uxo normal circular� ou �a aplica�c�ao do algoritmo

de procura da circunfer�encia��� baseado no �uxo normal radial� Em consequ�encia disso�

iremos em seguida desenvolver um m�etodo de estima�c�ao aplicado a imagens log�polar

segundo um algoritmo sequencial constitu�
do pelos algoritmos de procura da recta�� e da

circunfer�encia��� Concluiremos ent�ao que os algoritmos em quest�ao t�em uma constru�c�ao

natural em geometria log�polar�
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�� M�etodo de Estima�c�ao

A abordagem que propomos �e muito semelhante �a descrita para coordenadas cartesianas�

e tem a seguinte organiza�c�ao sequencial�

F �
r ��� 
� k
	 �k �min��k

n
min��M�Rj�k


o
� �� �

�� � F �
c ��� 
� k
	 �k �min�	k

n
min��M�Rj�k


o
���

Como se pode observar �por compara�c�ao directa
� a principal diferen�ca deste m�etodo

em rela�c�ao ao caso cartesiano consiste nas variedades de�nidas no espa�co log�polar �em

vez de de�nidas no espa�co cartesiano
� estas variedades s�ao dadas por F �
r ��� 
� k
 " �

e F �
c ��� 
� k
 " �� e correspondem� naturalmente� a uma transforma�c�ao log�polar das

variedades cartesianas correspondentes �ver Figura ���
������
���	

Fr�x� k
 " x sin k # y sin k 
 F �
r ��� 
� k
 " 
 # k

Fc�x� k
 " x� # y� � k�x cos� # y sin�
 
 F �
c ��� 
� k
 " � � logl j cos��� 

j# k

����


N�ao iremos� nesta sec�c�ao� deduzir novamente a estrutura inerente aos algoritmos de

procura da recta � e da circunfer�encia �� dado que essa estrutura �e rigorosamente a

mesma� relativamente ao caso cartesiano� O que se altera� de facto� s�ao os subespa�cos de

procura sobre os quais se aplicam esses algoritmos� Assim� a restri�c�ao em coordenadas

log�polares descrita por F �
r ��� 
� k
 " � implica uma procura em rectas horizontais da

imagem log�polar �ver Figura ���b
� enquanto a restri�c�ao de�nida por F �
c ��� 
� k
 " �

implica uma procura nas curvas igualmente apresentadas na Figura ���b�

Neste contexto� o algoritmo de procura da recta�� realiza uma procura em rectas

horizontais de forma a recuperar a recta�� e estimar o valor de �� e uma combina�c�ao

linear entre �� e ��� o segundo algoritmo executa a procura da circunfer�encia���� no

sentido de estimar os restantes par�ametros de velocidade�

�Em coordenadas log�polares� a circunfer�encia�� n�ao corresponde naturalmente a uma circunfer�encia
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Fig� ���� Restri�c�oes nos planos cartesiano e log�polar� a
Transforma�c�ao log�polar das

rectas radiais� b
 Transforma�c�ao log�polar das circunfer�encias ��




��� RESULTADOS EXPERIMENTAIS ��

Na pr�oxima sec�c�ao mostraremos os resultados experimentais conseguidos a partir de

algumas sequ�encias de imagens conhecidas� sobre as quais efectu�amos uma transforma�c�ao

log�polar�


�� Resultados Experimentais

O algoritmo sequencial proposto foi testado para as sequ�encias � e �� apresentadas ante�

riormente� Recordemos que� a Sequ�encia � �e sint�etica� com dimens�ao ��� � ��� pixels�

dist�ancia focal f " ��� pixels� As imagens da sequ�encia real � t�em a dimens�ao ���� ���

pixels� sendo ��� pixels a dist�ancia focal� Aplica�se uma transforma�c�ao log�polar sobre as

imagens originais com os seguintes par�ametros� rmin " ����� pixels� o factor logar�
tmico

l " 	��	�	 e a dimens�ao da imagem log�polar �e 	���	��� Note�se que a dimens�ao de uma

imagem log�polar �e aproximadamente � vezes menor que a dimens�ao da correspondente

imagem cartesiana� As Figuras ��� e ��� permitem visualizar a transforma�c�ao descrita�

FOE: ( σ , η )

FOE: ( σ , η )

Fig� ���� Transforma�c�ao log�polar duma imagem da Sequ�encia �� �A esquerda� a imagem

em coordenadas cartesianas e� �a direita� a mesma imagem em coordenadas log�polares�

�como se mostra na Figura ����� mas por raz�oes de simplicidade de nota�c�ao mantemos o nome da sua

transformada cartesiana�
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FOE

Fig� ���� Transforma�c�ao log�polar duma imagem da Sequ�encia �� �A esquerda� a imagem

em coordenadas cartesianas e� �a direita� a mesma imagem em coordenadas log�polares�

Na sequ�encia de imagens sint�eticas� a c�amara sofre uma rota�c�ao em torno do eixo Y

de ��������rad imagem� enquanto se move com um movimento de translac�c�ao conhe�

cido �ver cap�
tulo anterior
� Os algoritmos de procura da recta�� e da circunfer�encia��

foram usados para estimar os par�ametros de rota�c�ao apresentados na Tabela ��	� A

�� �� ��

Valores exactos � �������� �

Estimativas �����	��� �������	� �������	�

Tabela ��	� Estimativas rotacionais da Sequ�encia �� usando uma representa�c�ao log�polar�

Figura ��� mostra a localiza�c�ao exacta do Foco de Expans�ao na imagem log�polar� rep�

resentando simultaneamente a recta�� e a circunfer�encia�� encontradas pelos algoritmos

de procura respectivos� Confrontando estes resultados com os obtidos com imagens carte�

sianas� observa�se que os erros associados �a estimativas s�ao maiores devido ao efeito da

amostragem n�ao�uniforme imposta �a transforma�c�ao log�polar� No entanto� as estimativas

s�ao uma boa aproxima�c�ao dos valores esperados�

Na segunda experi�encia� com imagens reais� a c�amara move�se com transla�c�ao pura
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FOE: ( σ , η )

Ψ line

Γ circle

FOE
Ψ −lineΨ −line

Γ −circle

Fig� ���� Resultados da estima�c�ao para imagens log�polares� usando a Sequ�encia � ��a

esquerda
 e a Sequ�encia � ��a direita
�

�ou� mais correctamente� com rota�c�ao aproximadamente nula
� A aplica�c�ao dos algoritmos

de procura da recta�� e da circunfer�encia�� d�a�nos uma estimativa dos par�ametros de

rota�c�ao� ���� ��� ��
 " ��������� �������� ����	�
 rad imagem� que correspondem a

valores aproximadamente nulos� como era esperado� Da mesma forma� a recta � e a

circunfer�encia �� encontrados pelo m�etodo de estima�c�ao proposto� intersectam�se numa

localiza�c�ao pr�oxima da localiza�c�ao exacta do Foco de Expans�ao� como mostra a Figura

����

A partir das experi�encias efectuadas� constata�se que o tempo de computa�c�ao foi

drasticamente reduzido� Este facto deveu�se a duas raz�oes fundamentais� o problema de

estima�c�ao e os subespa�cos de procura foram subdivididos� diminuindo a complexidade

algor�
tmica do pr�oprio m�etodo� os algoritmos de procura da recta�� e da circunfer�encia��

foram aplicados a imagens log�polares� Apesar de existir� para determinadas aplica�c�oes�

uma natural deteriora�c�ao das estimativas� estas estimativas revelam�se� ainda� bastante

satisfat�orias e a sua deteriora�c�ao pode n�ao representar um obst�aculo �a aplica�c�ao do m�etodo

! especialmente se o objectivo primordial de um dado sistema activo controlado por
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vis�ao consiste� n�ao na estima�c�ao exacta dos par�ametros de velocidade� mas simplesmente�

na obten�c�ao de estimativas aproximadas �e r�apidas
 dos estados desses par�ametros �por

exemplo� se as estimativas forem usadas na retroa�c�ao de estado do sistema de controlo

que lhe est�a associado
�




� Conclus�oes

Nesta tese� debru�c�amo�nos sobre um problema espec�
�co da vis�ao rob�otica� a estima�c�ao

do movimento pr�oprio de um observador a partir da sua informa�c�ao visual� A nossa

abordagem centra�se num conjunto de pressupostos b�asicos que podem ser enumerados

da seguinte forma�

	� O observador �e monocular e as imagens s�ao formadas segundo um modelo de pro�

jec�c�ao perspectiva�

�� As cenas observadas s�ao compostas por objectos est�aticos texturados�

�� O movimento do observador �e arbitr�ario� com componentes de transla�c�ao e rota�c�ao�

�� As observa�c�oes s�ao baseadas exclusivamente nas derivadas espa�co�temporais da ima�

gem�

Partindo destes pressupostos� desenvolvemos um m�etodo de estima�c�ao de movimento�

com tr�es caracter�
sticas fundamentais�

� Apresentamos um paradigma de estima�c�ao de velocidade baseado na subdivis�ao do

espa�co das estimativas e das observa�c�oes� O m�etodo �e composto por um conjunto de

algoritmos de baixa complexidade� que procuram uma solu�c�ao ao longo de diversas

fam�
lias de subespa�cos� Cada fam�
lia de subespa�cos de procura depende de restri�c�oes

geom�etricas espec�
�cas do �uxo normal� O resultado da procura de cada algoritmo

pode ser usado por outros algoritmos� de�nindo uma estrutura global que pode ser

�	
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paralela ou sequencial� A utiliza�c�ao de uma grande variedade de subespa�cos de

procura aumenta a robustez de estima�c�ao do m�etodo��

� S�ao aplicados estimadores que detectam e rejeitam outliers do espa�co das ob�

serva�c�oes� inspirados na teoria da regress�ao robusta�

� O m�etodo pode ser extendido para outros tipos de representa�c�ao geom�etrica da

imagem� particularmente a representa�c�ao log�polar� para a qual alguns algoritmos

de procura est�ao bem adaptados� Procede�se� assim� ao projecto conjunto de um

processo visual �o estimador de movimento pr�oprio
 e da geometria do sensor cor�

respondente �geometria log�polar
�

Nesta Tese� apresentamos uma s�erie de experi�encia com imagens sint�eticas e reais� para

v�arios tipos de movimento� que permitem ilustrar a robustez e e�c�acia do m�etodo pro�

posto� Propomos avaliar esta abordagem �a luz dos seguintes crit�erios�

Estabilidade� Umm�etodo de estima�c�ao deve ser pouco sens�
vel ao erro nas observa�c�oes�

No sentido de resolver este problema� aplicamos um m�etodo directo no c�alculo das

observa�c�oes �adquirindo unicamente o �uxo normal
 e introduzimos estimadores

robustos para a selec�c�ao posterior dessas observa�c�oes� Para al�em disso� o m�etodo

torna�se mais robusto na recupera�c�ao de uma solu�c�ao� se diversi�carmos os subes�

pa�cos de procura e refor�carmos o conjunto das observa�c�oes� alargando o tempo de

aquisi�c�ao �ver Ap�endice B
�

Generalidade� O m�etodo proposto lida com casos de movimento arbitr�ario para cenas

arbitr�arias� Apresentamos no Ap�endice B um estudo sobre as hip�oteses simpli�ca�

tivas impostas no sistema� onde se prop�oem algumas solu�c�oes�

�A subdivis�ao do espa�co das observa�c�oes depende das exig�encias impostas ao sistema� se desejamos

robustez na estima�c�ao completa do movimento� devemos diversi
car os subespa�cos de procura � ent�ao�

o estimador torna�se lento� se desejamos ter uma ideia aproximada dos par�ametros de velocidade ou

estimar unicamente uma dada restri�c�ao desses par�ametros� ent�ao o m�etodo pode�se restringir a um

n�umero limitado de subespa�cos de procura � os resultados desejados s�ao obtidos mais rapidamente�



��

Complexidade� Neste trabalho� adoptamos umm�etodo n�ao�iterativo de baixa complexi�

dade� Sabendo que cada algoritmo de procura �visita� cada pixel da imagem uma s�o

vez e a complexidade do estimador robusto que lhe est�a associado �ver Ap�endice A


�e de O�N�
 �onde N �e o n�umero de observa�c�oes
� logo o algoritmo tem complexidade

O�max fn�� N�g
� para uma imagem de dimens�ao n � n�

Existem alguns t�opicos que merecem a nossa aten�c�ao para trabalho futuro� Comece�

mos pelo desenvolvimento de m�etodos de estima�c�ao mais so�sticados de forma a melhorar

a robustez e o desempenho do sistema� Esse desenvolvimento passa por� �	
 investigar

estimadores robustos mais r�apidos e que tomem em conta medidas estat�
sticas das ob�

serva�c�oes� ��
 estudar novas fam�
lias de subespa�cos de procura� tendo em conta um n�umero

mais abrangente de propriedades geom�etricas do �uxo normal� ��
 analisar uma genera�

liza�c�ao da abordagem por via de histogramas� o que pode representar� em determinados

casos� um caminho alternativo no sentido da estima�c�ao de movimento�

Apontam�se tamb�em direc�c�oes de trabalho futuro� no estudo mais aprofundado dos

casos degenerados ou patol�ogicos� com m�ultipla solu�c�ao� apresentados por Horn em

�Horn� 	����� Neste estudo� pretende�se desenvolver uma medida de �proximidade� dos

casos com m�ultipla solu�c�ao ! medida essa que permitir�a prever� com mais rigor� o n�
vel

de con�an�ca das solu�c�oes detectadas� O mesmo estudo pode ser extendido para casos com

solu�c�ao inst�avel� como �e o exemplo �apresentado no Ap�endice B
 do caso em que o Foco

de Expans�ao se localiza fora do plano de imagem�

No sentido das actuais linhas de investiga�c�ao em Vis�ao Rob�otica� propomos conside�

rar no futuro um observador activo� introduzindo o processo de estima�c�ao num sistema

aut�onomo de navega�c�ao� Por um lado� isto permite�nos incluir restri�c�oes adicionais no

pr�oprio processo de estima�c�ao� aumentando a estabilidade das solu�c�oes do estimador�

Por outro lado� o sistema de controlo deve ser desenvolvido no sentido de assegurar inte�

gralmente um bom desempenho do sistema e razo�aveis n�
veis de robustez na rejei�c�ao de

incertezas e de ru�
do� A reduzida complexidade do m�etodo de estima�c�ao e a sua grande

�exibilidade �dado que a concep�c�ao do estimador pode ser feita �a medida das necessi�

dades do projectista
 ir�ao aumentar os graus de liberdade do desenho do controlador�
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Assim� a �
ntima rela�c�ao entre a percep�c�ao do movimento pr�oprio e a ac�c�ao de um sistema

aut�onomo representa na �area da vis�ao um dos temas futuros mais promissores no estudo

da estima�c�ao de velocidade�



A� Estima�c�ao Robusta

The method of Least Squares is seen to be our best course when we have thrown

overboard a certain portion of our data � a sort of sacri�ce which has often

to be made by those who sail upon the stormy seas of Probability�

Edgeworth in 	���

A estima�c�ao estat�
stica �e uma ferramenta essencial em vis�ao rob�otica� O m�etodo dos

m�
nimos quadrados� Least Squares �LS
 na nomenclatura inglesa� �e um dos m�etodos tradi�

cionalmente usados na estima�c�ao estat�
stica e domina quase por completo as t�ecnicas de

estima�c�ao em vis�ao rob�otica� O sucesso do estimador LS tem dois motivos� �	
 o m�etodo

traz claras vantagens computacionais� dado que as estimativas s�ao calculadas explici�

tamente a partir das observa�c�oes� ��
 quando a distribui�c�ao do erro nas observa�c�oes �e

gaussiano� o m�etodo LS �e �optimo�

O estimador LS tem por base uma s�olida teoria matem�atica com quase dois s�eculos de

exist�encia� No entanto� mais recentemente� alguns investigadores t�em constatado que as

observa�c�oes e os dados reais� tais como os que se nos oferece em vis�ao rob�otica� raramente

obedecem aos pressupostos de optimalidade do m�etodo LS� ou seja� raramente o ru�
do nas

observa�c�oes e nos dados �e puramente gaussiano� Na realidade� �e facilmente demonstr�avel

que uma �unica observa�c�ao marginal �outlier em ingl�es
 pode �destruir� completamente a

qualidade das estimativas�

Os outliers s�ao fen�omenos frequentes em vis�ao rob�otica� Um outlier pode provir

de pontos de imagem esp�urios� gradientes de baixa amplitude� artefactos de ilumina�c�ao�

��
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etc� Assim sendo� nos �ultimos anos� tem�se procurado m�etodos que anulem e�cazmente a

in�u�encia de um outlier na estima�c�ao de par�ametros� Rousseeuw oferece�nos um estudo

minucioso sobre esta mat�eria� no seu livro �Robust Regression ( Outlier Detection�

�Rousseeuw and Leroy� 	����� para o qual remetemos os principais aspectos te�oricos de

estima�c�ao abordados neste Ap�endice�

Comecemos com um exemplo espec�
�co que ilustra e compara os m�etodos de estima�c�ao

usados neste trabalho� Para tal� usaremos o problema de regress�ao associado ao algoritmo

de procura da recta�� �ver equa�c�ao ����

� que pode ser expresso da seguinte forma�

bi " ai�� # �� # ei �A�	


onde ai " �ri� �� " ��� �� " f��� cos� # �� sin�
� bi �e a observa�c�ao da amplitude

do vector de �uxo e ei �e o erro associado a essa observa�c�ao� O problema consiste em

estimar os par�ametros �� e ��� �� corresponde ao declive duma recta no espa�co fa� bg� ��
corresponde �a ordenada da intersec�c�ao da recta com o eixo vertical� A Figura A�	 mostra

� medidas do �uxo normal tirados ao longo da recta���� onde os pontos �a�� b�
 e �a�� b�


correspondem a outliers nas direc�c�oes a e b respectivamente�

A Figura A�� ilustra bem a diferen�ca entre �	
 o resultado da aplica�c�ao do estimador LS

usando todos os pontos dispon�
veis e ��
 o resultado do estimador LS usando o conjunto

de pontos ap�os a rejei�c�ao dos outliers �a�� b�
 e �a�� b�
 �para diferenciarmos as duas

situa�c�oes� o �ultimo estimador �e designado por LS�
� Observa�se que a diferen�ca entre as

estimativas �e signi�cativa� Demonstra�se que mesmo um n�umero reduzido de outliers nos

dados ou nas observa�c�oes pode alterar signi�cativamente o valor das estimativas calculadas

pelo m�etodo dos m�
nimos quadrados�

Existem v�arios estimadores robustos que permitem detectar e remover outliers� Em

�Rousseeuw and Leroy� 	���� podemos encontrar uma extensa introdu�c�ao a m�etodos de

estima�c�ao robusta� Neste trabalho iremos adoptar dois m�etodos de estima�c�ao robusta�

�Neste exemplo� a recta�� tem uma direc�c�ao horizontal por motivos de simpli
ca�c�ao na representa�c�ao

das observa�c�oes� Para qualquer outra direc�c�ao� o exemplo continuaria v�alido�
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O primeiro m�etodo consiste no estimador da m�
nima mediana dos quadrados� Least

Median of Squares �LMS
 em ingl�es� e baseia�se no seguinte problema de minimiza�c�ao�

min
��

mediR
�
i �A��


onde o res�
duo Ri " bi� ai��� �� e � " ��� ���T � O estimador LMS pode tolerar at�e ��'

de outliers no conjunto dos dados� Esta vantagem do estimador na detec�c�ao e rejei�c�ao de

outliers �e contraposta �a desvantagem de ser um m�etodo iterativo de converg�encia lenta

! exceptua�se o caso de estima�c�ao unidimensional ou bidimensional� no qual �e poss�
vel

aplicar um algoritmo alternativo de estima�c�ao LMS n�ao iterativo�

O segundo m�etodo proposto consiste no estimador dos m�
nimos quadrados com

rejei�c�ao de outliers� �Least Trimmed Squares� LTS� na nomenclatura inglesa
�

min
��

hX
i
�

h
R�
i
i�N

�A��


onde os quadrados dos res�
duos s�ao ordenados de forma a que �R����N � � � � � �R��N �N � e

h �e um inteiro tal que h � N � O estimador LTS equivale ao estimador LS ap�os a rejei�c�ao

dos termos com maior valor residual�

O estimador LTS tem tr�es caracter�
sticas fundamentais�

� possui um mecanismo de rejei�c�ao de outliers�

� pode ser implementado atrav�es de um algoritmo de converg�encia r�apida�

� tal como o estimador LS� �e capaz de rejeitar ru�
do nas observa�c�oes com distribui�c�ao

gaussiana�

Na Figura A�� compara�se a performance destes estimadores� Observa�se que os esti�

madores LMS e LTS rejeitam de facto a in�u�encia dos dois outliers� aproximando as

estimativas ao seu valor real� Na pr�oxima sec�c�ao� prop�oe�se um algoritmo n�ao itera�

tivo para um problema de estima�c�ao bidimensional �regress�ao simples
 que combina os

estimadores LMS e LTS�
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Fig� A�	� Observa�c�oes medidas ao longo da recta��� com dois outliers�
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de outliers
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A�� Estima�c�ao LTS bidimensional

Neste trabalho� propomos um m�etodo LTS para resolver um problema de regress�ao sim�

ples� O estimador �e aplicado em duas fases �

� Detec�c�ao e rejei�c�ao dos outliers�

� Aplica�c�ao do estimador LS aos restantes dados e observa�c�oes�

A detec�c�ao dos outliers �e conseguido atrav�es do estimador LMS para regress�ao simples�

Em regress�ao simples� pretende�se estimar os dois par�ametros �� e �� duma recta� usando

N pontos do espa�co� Neste caso particular� �e poss�
vel aplicar um estimador LMS n�ao itera�

tivo� de complexidade O�N�
� proposto por Rousseeuw em �Rousseeuw and Leroy� 	�����

Assim� ap�os uma primeira estimativa de �� �e poss�
vel calcular o valor dos res�
duos Ri�

Neste momento temos um conjunto de res�
duos Ri para um dado �� calculado atrav�es

de um estimador LMS� Os outliers� no caso de existirem� corresponder�ao aos pontos com

res�
duo mais elevado� Se quisermos rejeitar os outliers� teremos que estabelecer um crit�erio

de rejei�c�ao� isto �e� introduzir um limiar robusto acima do qual o res�
duo �e considerado

outlier� Esse limiar dever�a depender da mediana dos valores residuais� Seja

�� " C
q
mediR�

i

onde C �e um factor de correc�c�ao de natureza emp�
rica que garante a consist�encia dos

dados perante uma distribui�c�ao gaussiana do erro�� O ponto �ai� bi
 �e considerado outlier

quando o res�
duo Ri ultrapassa o limiar� ������

Ap�os a rejei�c�ao dos outliers� aplica�se o segundo passo do algoritmo que resulta numa

nova estimativa ��� Neste caso� a aplica�c�ao do estimador LS aos pontos n�ao rejeitados

implica a anula�c�ao do ru�
do gaussiano nesses pontos�

�valor de C calculado segundo uma f�ormula apresentada em �Rousseeuw and Leroy� ���� �

C 
 ��!����

�
� "

#

N � �

�
�

�Este limiar �e atribu��do tendo em conta que� nas condi�c�oes de ru��do gaussiano� existem �poucos	

res��duos acima de ��#���
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Em resumo� o estimador proposto nesta sec�c�ao �e um estimador LTS� com as seguintes

caracter�
sticas� �e composto por uma �unica itera�c�ao� a inicializa�c�ao �e feita com o estimador

LMS� o valor h depende dos valores residuais produzidos pelo estimador LMS�

Na Figura A�� podemos comparar a estimativa �� usando o estimador LTS proposto

nesta sec�c�ao e o estimador LMS� Podemos observar igualmente na Tabela A�	 que o

estimador LTS tem o melhor desempenho entre os tr�es estimadores referidos anteriormente

�LS� LMS� LTS
�

Par�ametro Valor exacto LS LS� LMS LTS

�� � ������ ����	 	���� 	����

�� 	 ������ ����� 	���	 	����

Tabela A�	� Estima�c�ao de �� e �� a partir do conjunto de sete pontos observados no

exemplo� aplicando tr�es estimadores� Note�se que o estimador LS) foi aplicado exclusiva�

mente aos �melhores� cinco pontos� ilustrando o efeito de contamina�c�ao dos outliers no

estimador LS�

A�� Aplica�c�ao do estimador LTS aos algoritmos de

estima�c�ao

Os algoritmos de procura de baixa complexidade para estima�c�ao dos par�ametros de ve�

locidade da c�amara limitam signi�cativamente o espa�co das observa�c�oes� Os algoritmos

apresentados s�ao essencialmente tr�es�

� o algoritmo de procura da recta���

� o algoritmo de procura da recta���

� o algoritmo de procura da circunfer�encia���

Qualquer um dos tr�es algoritmos de procura requerem uma m�etrica robusta L para a

medida dos res�
duos nas observa�c�oes dum subespa�co S� ML�RjS
� No entanto� um esti�
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mador robusto s�o �e computacionalmente vi�avel se n�ao exigir uma implementa�c�ao iterativa�

isto �e� no caso do problema de estima�c�ao ser unidimensional ou bidimensional��

Em seguida� apresentamos os estimadores aplicados a cada um dos algoritmos anun�

ciados�

� Algoritmo de procura da recta���

� estima�c�ao de � par�ametros� ��� projec�c�ao de ���� ��
 sobre a recta � !

estimador LTS

� Algoritmo de procura da recta���

� inserido num Algoritmo paralelo� estima�c�ao dos tr�es par�ametros de rota�c�ao

�problema de dimens�ao tridimensional
 ! estimador LS

� ap�os a aplica�c�ao do Algoritmo de procura da recta��� estima�c�ao de uma res�

tri�c�ao sobre os par�ametros de rota�c�ao ! estimador LTS

� Algoritmo de procura da circunfer�encia���

� ap�os a aplica�c�ao do Algoritmo de procura da recta��� estima�c�ao de ���� ��


! estimador LTS

Observa�se aqui a principal vantagem de aplicar o algoritmo de procura da recta�� como

primeiro passo para uma estima�c�ao sequencial dos par�ametros de velocidade da c�amara�

dado ser um problema de estima�c�ao bidimensional� possibilita a aplica�c�ao de um estimador

robusto LTS� O segundo passo do algoritmo de estima�c�ao de velocidade continua a ser

caracterizado por problemas de estima�c�ao unidimensional ou bidimensional�

Observa�se igualmente que o Algoritmo de procura da recta��� quando aplicado sem

informa�c�ao pr�evia quanto �a velocidade� est�a associado a um estimador LS� que� para alguns

casos� �e um mau estimador� Esta caracter�
stica de�cit�aria �e em parte compensada pela

natureza redundante do algoritmo paralelo inerente ao m�etodo� nomeadamente quando

�Exclu��mos deste estudo o algoritmo baseado em histogramas� dado que� para al�em de ter em conta o

total das observa�c�oes da imagem� faz uso de um estimador robusto �o m��nimo da moda dos res��duos��
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se garante a procura de um conjunto su�cientemente elevado de rectas�� com direc�c�oes

distintas�



B� Hip�oteses simpli�cativas

impostas no sistema

Whenever we perform computations� we design models on the basis of assump�

tions� which in the case of visual processing are constraints on the space�time

in which the system is acting� on the system itself� and on their relationship�

Yiannis Aloimonos in �Fermuller and Aloimonos� 	����

Neste Ap�endice� propomos discutir algumas das hip�oteses simpli�cativas impostas

no sistema de estima�c�ao proposto nesta tese� Essas hip�oteses podem existir a v�arios

n�
veis� ao n�
vel das observa�c�oes� ao n�
vel do movimento e da cena visualizada ou ao

n�
vel dos algoritmos de estima�c�ao propriamente ditos� Temos� portanto� um sistema de

estima�c�ao� na qual vamos encontrar os seguintes tipos de problemas �que� por motivos de

simpli�ca�c�ao� vi�emos a desprezar no processo de constru�c�ao do m�etodo
�

� Ao n��vel das observa�c�oes�

� Ru�
do no plano da imagem�

� Hip�otese do brilho constante�

� Ao n��vel do movimento e da cena visualizada�

� O caso em que a velocidade ao longo do eixo �optico �e nulo �W " �
�

� O caso em que a transla�c�ao �e nula�

��
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� O caso em que a cena �e planar�

� Ao n��vel dos algoritmos de estima�c�ao�

� Distribui�c�ao das observa�c�oes nos subespa�cos de procura�

� Unicidade das solu�c�oes dos algoritmos de procura�

Nas pr�oximas sec�c�oes� iremos explorar o impacto destes problemas na realiza�c�ao de

um sistema de estima�c�ao e propor algumas solu�c�oes�

B�� Hip�oteses ao n��vel das observa�c�oes

Ru��do no plano da imagem

O ru�
do na intensidade luminosa num determinado pixel do plano de imagem adv�em

�fundamentalmente
 do ru�
do na projec�c�ao de um feixe luminoso proveniente de v�arias

fontes de luz� in�uenciado pelo conjunto de v�arios factores de natureza aleat�oria� Pelo

teorema do limite central� pode�se considerar a distribui�c�ao do ru�
do aproximadamente

gaussiana�

A assump�c�ao duma distribui�c�ao deste tipo para o erro nas observa�c�oes tem gerado

alguma discuss�ao� por duas raz�oes fundamentais� por um lado� a hip�otese �e aproximada�

e por outro� �e dif�
cil de caracterizar� �A partida� a m�edia e a vari�ancia da distribui�c�ao

gaussiana em quest�ao n�ao �e calcul�avel� dado o desconhecimento pr�evio da pr�opria cena

projectada no plano de imagem� De facto� as propostas mais frequentes neste dom�
nio

consistem em assumir que a m�edia da distribui�c�ao �e nula em cada ponto e que o ru�
do

entre os pontos da imagem �e independente�

�E� contudo� importante sublinhar que a hip�otese de que o ru��do em cada ponto �e gaus�

siano� independente e de m�edia nula pode� em alguns casos� estar longe da realidade� Mas

perante a falta de modelos mais consistentes �e� principalmente� t�ao f�aceis de manipular

estatisticamente
� pareceu�nos razo�avel adoptar o modelo proposto� Em consequ�encia� os



B��� HIP �OTESES AO N��VEL DAS OBSERVA�C�OES ��

m�etodos de estima�c�ao apresentados nesta tese lidam com este modelo de ru�
do� dado que

t�em por base um estimador LS� que� para ru�
do gaussiano� conduz a estimativas �optimas�

Hip�otese do brilho constante

Nesta sec�c�ao iremos mostrar que a hip�otese do brilho constante para a de�ni�c�ao de �uxo

normal �e v�alida sob certas condi�c�oes r�
gidas do sistema �Horn� 	���� Faugeras� 	�����

Recordemos a express�ao que relaciona a varia�c�ao do brilho dE

dt
com as coordenadas do

�uxo�

�E

�x
u#

�E

�y
v #

�E

�t
"

dE

dt
�B�	


Esta rela�c�ao n�ao envolve qualquer tipo de aproxima�c�ao� No entanto� o termo dE

dt
n�ao pode

ser calculado dispondo apenas duma sequ�encia de imagens�

Para o fazer� precisar�
amos de introduzir adicionalmente conhecimento quanto �a ilu�

mina�c�ao e aos modelos de re�ect�ancia da cena projectada na imagem� �A partida� esses

modelos s�ao desconhecidos� Espera�se ent�ao que o brilho em cada ponto n�ao se altere

signi�cativamente com o movimento do observador� recorrendo�se� assim� �a hip�otese do

brilho constante� dE

dt
" �� Encontramos uma discuss�ao mais pormenorizada deste assunto

em �Horn and Weldon� 	�����

De�ne�se vector do �uxo normal vn num ponto da imagem como a projec�c�ao do �uxo

�optico segundo o gradiente rE calculado nesse ponto� Partindo da equa�c�ao �B�	
� vn

calcula�se do seguinte modo�

vn "
dE
dt
� 
E


t

krEk
rE
krEk �

onde rE
krEk de�ne a direc�c�ao do vector vn� Note�se� no entanto� que a de�ni�c�ao de �uxo

normal proposta nesta tese parte da hip�otese do brilho constante e �e calculada da seguinte

forma�

vn "
�
E


t

krEk
rE
krEk

O erro de observa�c�ao do �uxo normal existe ao n�
vel da amplitude do vector que lhe

est�a associado e pode�se considerar nulo para certos modelos de re�ect�ancia ideais em
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ambientes est�aticos� �E o caso duma superf�
cie lambertiana� Como se sabe� a intensi�

dade luminosa re�ectida num ponto duma superf�
cie lambertiana� projectada no plano

da imagem� mant�em�se� independentemente da posi�c�ao da c�amara em rela�c�ao ao ponto

observado� Logo� se o observador estiver em movimento e o ponto observado for est�atico�

dE
dt

�e naturalmente nulo� No caso do objecto ter movimento �nomeadamente movimento

de rota�c�ao
 prova�se em �Faugeras� 	���� que a aproxima�c�ao deixa de ser v�alida�

Para modelos de re�ect�ancia onde a direc�c�ao de observa�c�ao in�uencia a intensidade

luminosa projectada �que �e o que acontece� por exemplo� em rela�c�ao a uma superf�
cie

especular
� ent�ao a aproxima�c�ao dE

dt
" � deixa de ser v�alida�

�E importante referir que considerar o termo dE

dt
na express�ao do �uxo normal �e uma

tarefa dif�
cil� dado o desconhecimento pr�evio quer da pr�opria estrutura visualizada quer

da posi�c�ao relativa do observador em cada instante� No entanto� este termo pode ser

considerado ru�
do na observa�c�ao do �uxo normal� que� por motivos de simpli�ca�c�ao� �e

aproximadamente gaussiano comm�edia nula ! basta considerar que existe na cena visua�

lizada uma gama variada de superf�
cies com diversos modelos de re�ect�ancia� iluminadas

por diferentes fontes de luz� Neste caso� e como se viu anteriormente� um estimador LS �e

�optimo para uma distribui�c�ao de erro gaussiano�

Quando um ponto de superf�
cie diverge consideravelmente do modelo gaussiano de

m�edia nula �ou seja� o valor esperado de dE
dt

�e consideravelmente diferente de zero numa

superf�
cie com um dado modelo de re�ect�ancia
� ent�ao um estimador robusto pode elimi�

nar o ru�
do que lhe est�a associado� considerando�o outlier no conjunto das observa�c�oes�

B�� Hip�oteses ao n��vel do movimento e da cena vi�

sualizada

Caso W � �

No caso de n�ao haver transla�c�ao ao longo do eixo �optico �com transla�c�ao global da c�amara

n�ao nula
� a transforma�c�ao efectuada em ����
 n�ao pode ser efectuada e o Foco de Ex�
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pans�ao encontra�se no in�nito� Assim� o m�aximo que se pode retirar da componente

translacional da c�amara �e a direc�c�ao do vector �U� V 
� ou seja� a direc�c�ao da recta de

suporte do Foco de Expans�ao� Neste caso� todas as rectas paralelas �a recta�� intersectam

o Foco de Expans�ao no in�nito�

Deste modo� as condi�c�oes de validade dos algoritmos de procura alteram�se para o caso

em que W " �� De facto� �camos restringidos a uma situa�c�ao t�
pica de procura da recta�

�� pelo que um algoritmo de procura em rectas radiais parece o mais indicado� neste caso

espec�
�co� Este facto parece evidenciar que um algoritmo de procura ao longo de rectas

paralelas �o algoritmo de procura da recta��
 s�o funciona razoavelmente quando o Foco

de Expans�ao se encontra dentro duma vizinhan�ca junto �a origem do plano de imagem

�vizinhan�ca essa que pode ou n�ao estar con�nada aos limites da pr�opria imagem
�

Mais genericamente� quando o Foco de Expans�ao tende para in�nito numa dada di�

rec�c�ao� passa a ter sentido falar�se de estimar essa direc�c�ao e n�ao a sua localiza�c�ao exacta�

Como se sabe� a componente translacional do �uxo �e fun�c�ao da dist�ancia entre o pixel

considerado� dado por x� e o Foco de Expans�ao� Assim� um efeito imediato de o Foco

de Expans�ao se afastar da zona limitada da imagem consiste em diminuir a varia�c�ao da

componente translacional do �uxo entre pixels diferentes� No caso limite em que W " ��

ent�ao esta varia�c�ao �e nula�

Conclui�se assim que o algoritmo de procura da recta�� �e um bom algoritmo de de�

tec�c�ao da direc�c�ao do vector �� mesmo para o caso em que W " �� Os algoritmos

consequentes �correspondentes ao algoritmo sequencial apresentado em ���
 d�ao uma in�

dica�c�ao sobre a localiza�c�ao do Foco de Expans�ao� mesmo quando se encontra fora da

regi�ao da imagem! note�se que� neste caso� �e dif�
cil determinar com precis�ao a sua loca�

liza�c�ao exacta� j�a que� como se mostrou anteriormente� a estima�c�ao do Foco de Expans�ao�

com as observa�c�oes dispon�
veis� pode ser inconclusiva�
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Caso transla�c�ao nula

Considere�se o caso em que a componente de transla�c�ao no �uxo �e pequena ou nula� o

que pode acontecer quando a transla�c�ao da c�amara �e baixa ou quando a cena observada

est�a a uma grande dist�ancia da imagem �Z m�edio elevado
� Em qualquer dos casos� a

componente rotacional �e dominante sobre a componente translacional� e a aplica�c�ao de

um algoritmo que procure o ponto �� que minimize o res�
duo devido �a componente de

transla�c�ao�

min
��

�
min
��
fM�RjS
g

�
�B��


ir�a for�cosamente encontrar diversos m�
nimos locais sem signi�cado� provocados� essencial�

mente� pelo ru�
do existente nas observa�c�oes� No caso limite em que a transla�c�ao �e nula�

o res�
duo �e idealmente zero qualquer que seja o par de procura ���� S
 escolhido� ou seja�

n�ao existe um m�
nimo residual bem de�nido no conjunto das estimativas�

Este caso pode ser ultrapassado da seguinte forma� primeiro� �e preciso notar que as

equa�c�oes do �uxo s�ao lineares �aparte um termo de ru�
do
 em rela�c�ao �a velocidade angular�

pelo que o algoritmo de estima�c�ao aplicado �a imagem estima robustamente os par�ametros

de rota�c�ao �para qualquer estimativa de �
� Assim� uma vez recuperada a rota�c�ao da

c�amara� testa�se ent�ao se existe ou n�ao transla�c�ao da c�amara� recalculam�se os vectores de

�uxo normal a partir do valor de rota�c�ao �supondo que o movimento �e de rota�c�ao pura
�

determina�se o termo residual resultante da diferen�ca entre o �uxo estimado e observado�

e� se esse termo for signi�cativamente reduzido� ent�ao considera�se que a transla�c�ao �e

nula�

Caso cena planar

Uma �area importante de investiga�c�ao em an�alise de movimento consiste em veri�car se um

dado campo de �uxo �optico pode ser gerado a partir de dois movimentos de c�amara difer�

entes� Este facto depende� naturalmente� da superf�
cie observada� Como veremos nesta

sec�c�ao� um dos casos mais simples �a superf�
cie planar
 corresponde exactamente a um pro�

blema com duas solu�c�oes poss�
veis� Horn �Horn� 	���� demonstra que s�o um hiperbol�oide
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de uma folha �ou qualquer forma degenerada derivada de um hiperbol�oide
� observado

segundo um ponto de vista espec�
�co� pode produzir um campo de �uxo amb�
guo� No

entanto� Horn faz notar que este tipo de superf�
cie �e um subconjunto de medida nula no

espa�co de todas as superf�
cies suaves e de todos os pontos de vista� pelo que a probabil


idade de uma determinada cena corresponder a uma superf��cie com solu�c�ao

amb��gua �e nula�

A t�
tulo de exemplo� iremos referir o caso de uma superf�
cie planar� Suponha

que o declive do plano �e caracterizado pelo vector �p� q
� atrav�es da rela�c�ao Z "

Zo�	� px� qy
��� e o movimento da c�amara �e dado pelos vectores t e �� Prova�se

�Waxman et al�� 	���� que existe uma segunda solu�c�ao �p�� q�� t�� ��
 que produz o mesmo

�uxo �optico� e que pode ser escrita explicitamente a partir da primeira solu�c�ao� da seguinte

forma�

p� " �U�W�

q� " �V�W�

U � " �pW�

V � " �qW�

W � " W �

�
�

� " �� � �V # qW 
�

�
�

� " �� # �U # pW 
�

�
�

� " �� � �pV � qU
 �B��


onde a dist�ancia focal f e o par�ametro Zo s�ao igualados a 	 por raz�oes de simpli�ca�c�ao

alg�ebrica�

O mecanismo mais simples de detectar a solu�c�ao exacta do movimento da c�amara �e

garantir a continuidade dessa solu�c�ao ao longo do tempo� Por outras palavras� a desam�

biguidade �e resolvida porque s�o uma solu�c�ao representa uma interpreta�c�ao consistente

no tempo� Nesse sentido� introduzimos nos algoritmos de estima�c�ao o conjunto das ob�

serva�c�oes recolhidas ao longo de um intervalo de tempo pr�e�de�nido ! supondo que as
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condi�c�oes de movimento da c�amara n�ao se alteram nesse intervalo� Deste modo� refor�ca�se

a robustez do m�etodo �contando com mais oberva�c�oes
 e evitam�se os casos com solu�c�ao

amb�
gua como o da cena planar�

B�� Hip�oteses ao n��vel dos algoritmos de estima�c�ao

Distribui�c�ao das observa�c�oes nos subespa�cos de procura

Recorde�se o m�etodo de estima�c�ao do movimento usando a restri�c�ao do �uxo normal� ap�

resentada no Cap�
tulo �� Como se viu� o m�etodo baseia�se na selec�c�ao de um subconjunto

de vectores de �uxo normal com determinadas propriedades� selecciona�se o �uxo normal

que �e perpendicular �as rectas que radiam de um ponto candidato a ��

Comecemos por veri�car que� para um dado �� �e muito dif�
cil encontrar� no conjunto

das observa�c�oes dispon�
veis em toda a imagem� um vector de �uxo normal n�x
 que seja

exactamente perpendicular �a recta que une x a �� ou seja� encontrar um vector unit�ario

n�x
 tal que n�x
 � �x� �
 " ��

Mais rigorosamente� o problema pode ser exposto nos seguintes passos�

� O conjunto das observa�c�oes B �e �nito e cont�avel� dado que as observa�c�oes s�o podem

existir num determinado dom�
nio discreto e �nito� representado pela grelha do sensor

visual da c�amara� cujas unidades elementares s�ao conhecidas por pixels�

� Assim� o conjunto B pode ser posto como um vector de N vari�aveis aleat�oriash
�x� � � � �xN

i
� onde �xi representa o �angulo do vector unit�ario n�xi
� Considere�se

que estas vari�aveis aleat�orias s�ao independentes e com distribui�c�ao uniforme entre

�	�� e 	�� graus��

�Note�se� no entanto� que o dom��nio das orienta�c�oes de um vector de �uxo est�a� na realidade� limitado

a um dom��nio cont�avel� j�a que resulta duma sequ�encia 
nita de opera�c�oes efectuadas sobre um conjunto

limitado de n��veis de luminosidade quanti
cados� Contudo este dom��nio �e extremamente denso e dif��cil

de determinar� pelo que se considera que os eventos se distribuiem uniformemente ao longo de um espa�co

cont��nuo�
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� A cada ponto xi associa�se dois vectores unit�arios n�xi
 e n
��xi
 �com uma diferen�ca

angular de 	�� graus
 que s�ao solu�c�ao da equa�c�ao n � �xi� �
 " �� Os dois vectores

encontrados correspondem a dois �angulos desejados �d�xi
 e �
�
d�xi
�

� No espa�co da vari�avel aleat�oria �xi� os pontos �d�xi
 e ��d�xi
 t�em medida de

Lebesgue nula�

� Assim� a menos de um conjunto de medida Lebesgue nula� nunca se observa um

vector de �uxo n�x
 tal que n�x
 � �x��
 " �� Recordando a de�ni�c�ao de conjunto

���
� conclui�se que a probabilidade do conjunto ���
 ser um conjunto vazio �e

exactamente um�

Este resultado obriga�nos a introduzir uma toler�ancia relativamente aos �angulos desejados�

no espa�co das vari�aveis aleat�orias �xi� Isto signi�ca que uma observa�c�ao passa a ser

v�alida quando �e perpendicular �a recta x � a menos de um �angulo de toler�ancia �� Neste

caso� para um par�ametro de toler�ancia � � �� a probabilidade de existir uma observa�c�ao

v�alida �e diferente de zero� No caso da distribui�c�ao de cada observa�c�ao ser uniforme� essa

probabilidade �e igual a ���	���

Temos um problema semelhante quando o subespa�co de procura se limita a uma curva

contida no plano �subespa�co de dimens�ao 	
� At�e aqui� consider�amos que as observa�c�oes

podiam ser recolhidas em qualquer ponto do plano de imagem� No caso do subespa�co ser

uma curva� deve�se introduzir uma toler�ancia� n�ao s�o ao n�
vel das orienta�c�oes dos vectores

de �uxo� mas tamb�em ao n�
vel do espa�co x de procura� Assim� o subespa�co de procura

deixa de ser uma simples curva� para passar a ser uma regi�ao da imagem que acompanha

o desenho da curva original ! como mostram as �guras correspondentes aos resultados

experimentais do Cap�
tulo ��

Unicidade das solu�c�oes dos algoritmos de procura

Como vimos anteriormente� algumas superf�
cies produzem um campo de �uxo com solu�c�ao

de velocidade amb�
gua� Nesses casos� n�ao �e poss�
vel garantir a unicidade da solu�c�ao� a
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menos que se integrem as observa�c�oes obtidas ao longo do tempo� �E uma consequ�encia

natural deste resultado que� para os algoritmos propostos nesta tese� n�ao se garante igual�

mente a unicidade das solu�c�oes perante determinadas con�gura�c�oes da cena observada� De

facto� essas con�gura�c�oes derivam directamente das superf�
cies referidas anteriormente�

que� como se viu� est�ao restringidas �a fam�
lia das hiperbol�oides de uma folha e suas formas

degeneradas�

Recordemos que a l�ogica subjacente aos algoritmos de estima�c�ao propostos consiste

em procurar um subespa�co que anule uma componente n�ao linear das observa�c�oes� Isto

signi�ca que devemos garantir que isso s�o acontece para o subespa�co desejado Sd �ou seja�

para o subespa�co que cont�em o Foco de Expans�ao
� Se existe um subespa�co de procura

So� diferente do desejado� para o qual a componente n�ao linear �e nula� ent�ao teremos duas

solu�c�oes para o problema de estima�c�ao� O subespa�co So �e a projec�c�ao de uma linha do

espa�co com determinadas caracter�
sticas�

A t�
tulo de exemplo� propomos fazer uma an�alise simples quanto �a unicidade de solu�c�ao

relativamente ao algoritmo de procura da recta��� Assim� reescrevemos a equa�c�ao ����


��x� y
 � �x� y
 " r�cos�� sin�


U��r
 " ���x� y
��� �
 � �� sin�� cos�
 # f��� cos� # �� sin�
� ��r �B��


Suponha que no subespa�co So de�nido pela recta radial com �angulo �o �" � �onde � �e

naturalmente a orienta�c�ao exacta da recta��
� a componente

��r
 " ���x� y
��� �
 � �� sin�o� cos�o


�e a�m em r� ou seja� o subespa�co So �e solu�c�ao do algoritmo de procura� O termo ��� �
 �
�� sin�o� cos�o
 �e constante para qualquer ponto do subespa�co So� pelo que o problema

reside precisamente na fun�c�ao ��x� y
� Queremos saber� ent�ao� qual deve ser a forma da

fun�c�ao ��x� y
 " W�Z�x� y
 para que ��r
 seja a�m em r�

Suponha que a linha do espa�co tridimensional obedece �a lei

W�Z " ar # b�
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onde a e b s�ao par�ametros duma fun�c�ao a�m �com ar # b � � para todo o plano da

imagem
� Fazendo uso das rela�c�oes x " fX�Z e y " fY�Z �express�oes usuais que

traduzem a projec�c�ao de cada ponto tridimensional num ponto da imagem
� obtemos a

express�ao de Z da linha tridimensional medida no subespa�co So�

Z "
W

b
� a

b
fR�

onde R "
p
X� # Y ��

Conclui�se assim que a solu�c�ao do algoritmo de procura da recta�� n�ao �e �unica sempre

que� para uma recta radial com orienta�c�ao diferente de �� a equa�c�ao de Z medido nesta

recta �e a�m em R� Logo� o algoritmo de procura pode conduzir n�ao s�o a uma� mas a

m�ultiplas solu�c�oes de estima�c�ao�

No entanto� h�a que notar o seguinte�

� a linha do espa�co que d�a origem a um subespa�co do tipo So est�a contida numa

fam�
lia de superf�
cies especiais� que muito raramente se veri�cam�

� se os par�ametros de velocidade se mantiverem num intervalo de tempo� o compor�

tamento de Z nesse subespa�co deve alterar�se nesse per�
odo �devido �a mudan�ca de

ponto de vista do observador
� logo� a ambiguidade pode ser levantada se o algoritmo

tiver em conta as observa�c�oes recolhidas ao longo desse intervalo de tempo�

O problema da n�ao unicidade de solu�c�ao raramente �e um entrave �a correcta estima�c�ao

de velocidade� atrav�es do m�etodo proposto nesta tese� Deste modo� assume�se que a

solu�c�ao dos algoritmos de procura utilizados �e �unica� a menos de um conjunto de casos

que raramente se observam� e que� por isso mesmo� n�ao s�ao directamente considerados

nos respectivos algoritmos�
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